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Prefácio 


A Topologia Algébrica pode ser considerada como o estudo de 
functores, cada um dos quais vai de uma categoria de espaços 
topológicos a uma categoria de natureza algébrica. Um exemplo de 
functor desse tipo é o grupo fundamental, visto no livro [GFER|, 
publicado pelo Projeto Euclides. 

O presente livro se ocupa de grupos de homologia. Uma teoria 
de homologia é um método de associar, a cada espaço topológico 
de uma certa categoria, uma série de grupos (ou, mais geralmente, 
módulos), chamados os grupos de homologia desse espaço, de tal 
maneira que espaços homeomorfos têm grupos de homologia isomor- 
fos. Diferentemente do grupo fundamental, os grupos de homologia 
são abelianos. 

No Capítulo I são apresentadas, de modo abstrato, as noções 
algébricas e a linguagem homológica adequada, para uso nos três 
capítulos seguintes, cada um dos quais dedicado a uma teoria de 
homologia referente a um tipo de espaço topológico. 

Os Capítulos II, III e IV são basicamente independentes, po- 
dendo ser lidos em qualquer ordem, embora o procedimento re- 
comendável seja seguir a ordem em que são apresentados. 

O Capítulo II trata da cohomologia de deRham, que é baseada 
nas formas diferenciais numa variedade. Para simplificar a apre- 
sentação (sem perder a generalidade), as variedades aqui conside- 
radas acham-se todas mergulhadas no espaço euclidiano. Isto faz 
com que os seus espaços tangentes sejam mais visíveis e, principal- 
mente, põe à nossa disposição a vizinhança tubular, instrumento 
conveniente em várias situações. Neste capítulo são demonstra- 
dos teorema clássicos importantes como as dualidades de Poincaré 
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e de Alexander, o teorema de separação de Jordan-Brouwer e a 
invariância topológica dos abertos do espaço euclidiano. É ainda 
mostrado como, mediante uma passagem ao limite, pode-se adap- 
tar a cohomologia de deRham a conjuntos que não são variedades, 
como os compactos do espaço euclidiano. Este capítulo também 
começa a evidenciar a utilidade da sequência de Mayer-Vietoris, 
que será amplamente empregada no restante do livro. 

O Capítulo III estuda os grupos de homologia dos poliedros. As 
cadeias simpliciais nos levam de volta às idéias seminais de Poincaré, 
que foram aperfeiçoadas, estendidas e aprofundadas sucessivamente 
por Emmy Noether, S. Lefschetz, H. Hopf, J. Alexander e outros. 
É introduzido o anel de cohomologia e é demonstrado o teorema 
dos pontos fixos de Lefschetz. 

O Capítulo IV se ocupa da homologia singular, cuja abrangência 
inclui qualquer espaço topológico. É completada a tarefa de es- 
tabelecer a compatibilidade das três teorias estudadas no livro, 
provando-se que, num espaço triangulável, os grupos de homologia 
simplicial e singular são isomorfos e dando-se uma demonstração 
do Teorema de deRham segundo o qual, numa variedade, os grupos 
de cohomologia singular são isomorfos aos grupos de cohomolo- 
gia de deRham. É também demonstrado o teorema de Poincaré, 
mostrando que o grupo de homologia singular de dimensão 1 é o 
grupo fundamental abelianizado. 

Este livro foi concebido como um texto introdutório de Topolo- 
gia Algébrica, ao nível do início de pós-graduação. 

Agradeço ao professor Cesar Camacho e aos estudantes do IMPA 
Jorge Eric e Renato Vianna pelo leitura crítica do manuscrito. A 
digitação ficou a cargo de Wilson Góes, a quem também agradeço. 


Rio de Janeiro, maio de 2009 


ELON LAGES LIMA 
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Capítulo I 


Homologia formal 


Neste capítulo será feita uma breve apresentação dos conceitos e 
fatos básicos nos quais se fundamentam as diversas maneiras de de- 
senvolver a teoria da homologia (e da cohomologia). De certo modo, 
os capítulos seguintes tratam de casos particulares das noções gerais 
introduzidas aqui. 


1 Complexo de cadeias 


Seja 4 um anel comutativo com unidade. Um complexo de 
cadeias com coeficientes em A é uma segiiência C = (C,,0p) de 
A-módulos C,, p > 0, inteiro, e homomorfismos 0,: Cp > Cp 
tais que 0,0 dp, = 0. Escreve-se 


ôp+1 ð ð 
Cosas 41 —> Cp —> p1 >- => C Co — 0. 


Cada elemento x € Cp é chamado uma p-cadeia ou uma cadeia 
de dimensão p. Se Opx = 0, diz-se que x é um p-ciclo ou simples- 
mente um ciclo. 

O conjunto Z, dos p-ciclos é um submódulo de C,. De fato, Zp 
é o núcleo do homomorfismo p: Cp > Cp. 


1 
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2 [CAP. |: HOMOLOGIA FORMAL 


Se y = Oy x, diz-se que a p-cadeia y é o bordo da (p + 1)- 
cadeia x. O conjunto B, das p-cadeias que são bordos de (p + 1)- 


cadeias é um submódulo de Cp; Bp é a imagem do homomorfismo 
dp: Con > Cp. 

Cada homomorfismo p: Cp — Cp-ı é chamado de operador- 
bordo. A menos que seja necessário ser mais explícito, escreve-se O 
em vez de 9,, de modo que ddx = 0 para toda cadeia x € Cp. 

A relação fundamental O, o dp,1 = O significa que todo bordo é 
um ciclo, ou seja, que Bp C Zp. 

O A-módulo quociente H, = H,(C) = Z,/B, chama-se o grupo 
de homologia p-dimensional do complexo C com coeficientes em A. 
Seus elementos são as classes de homologia 


|z| = z + Bp = {z + 0x2; £ € Ca) 


dos ciclos z € Zp. Se z e z’ são ciclos p-dimensionais, tem-se 
[2] = [2 se, e somente se, 2 — z = dx para algum x € Cp+1. Diz-se 
então que z e z’ são ciclos homólogos. 

Se, para cada p > 0, tivermos um submódulo Cj C Cp tal que 
ôC +ı C C, então, pondo O, = Op | Cj, a sequência C’ = (Cj, p) é 
um complexo de cadeias, chamado um subcomplexo de C. 

Considerando, para cada p > 0, o A-módulo quociente C, = 
Cp/C!,, existe um único homomorfismo 0,: Cp > C, 4 que torna 
comutativo o diagrama abaixo 


p—1 


4 
as 


Ci e, 
l; 
Es 


onde j é a aplicação quociente. Por definição O(jx) = j(0x). É 


claro que ðpoðp+1 = 0, logo a seqüência C = (Cp, Op) é um complexo 
de cadeias, chamado o quociente de C por C’. 


[SEC. 1: COMPLEXO DE CADEIAS 3 


Sejam X = (X,,0,) e Y = (Yp, 0p) complexos de cadeias, cujos 
operadores-bordo indicamos com o mesmo símbolo O, = O. Um 
morfismo f: X — 2) é uma sequência de homomorfismos fp: Xp — 
Yp tais que f(0x) = O fpi(x:) para todo x E€ Xp. Isto significa que, 
no diagrama abaixo, todos os retângulos são comutativos 


psd O q E e e 

E E ES In 
ð fo) 

-=> pH == Yp —> Toe 


Segue-se das relações Ofp(x) = fp-ı(3x) e fðr) = fala) 
que, para todo p > 0, o homomorfismo fp: Xp — Y, transforma p- 
ciclos de X em p-ciclos de Y) e p-bordos também, ou seja, fp(Zp(X)) 
C ZDB) e f(B(X)) C B (9); logo fp induz, por passagem ao 
quociente, um homomorfismo (f,).: H,(X) — H (Y), definido por 
(fo)«|2] = [fp(2)] para toda classe [z] € H,(X) de um ciclo z € 
PARAR 

Frequentemente se escreve apenas f.: H (¥) — H(9)). 

O homomorfismo induzido f.: H,(X) > H, (Y) é natural no 
seguinte sentido: se g: Y — W é outro morfismo entre complexos 
de cadeias, induzindo, para cada p > 0 o homomorfismo g+: H (Y)—> 
H,(%9) então o morfismo composto go f : X — W induz o homomor- 
fismo (go): H (£) — H, (W) e tem-se (go). = gx0 fx. Evidente- 
mente, se id: X — X é o morfismo identidade, então idą: H, (Æ) — 
Hy(X) é a aplicação identidade. 

Segue-se imediatamente que se o morfismo f: X — 9 admite o 
morfismo inverso g: Y — X então f.: H (X) — H (Y) é invertível 
para todo p > 0 sendo (f,) | = gx- 

Exemplos óbvios de morfismos entre complexos de cadeias se 
obtêm a partir de um subcomplexo C’ C C. A aplicação de inclusão 
i: C' C C e a projeção j: C — C/C! são morfismos. 

É da maior relevância ressaltar que, embora i: C}, — Cp seja in- 
jetivo e j: Cp > Cp/ C; seja sobrejetivo, essas propriedades não são 
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necessariamente herdadas pelos homomorfismos induzidos i.: Hp(C”) 
— H,(C) e je: (C) > Hp(C/C'). 


Exemplo 1. Seja A o anel Z dos inteiros. Consideremos o com- 
plexo C no qual Co é o grupo abeliano livre gerado pelos símbolos 
a, b, c (que podemos imaginar como os vértices do triângulo abc), 
Cı é o grupo abeliano livre gerado pelos símbolos ab, bc, ca (lados 
do triângulo) e Co é o grupo cíclico cujo gerador livre chamamos 
de abc. Os grupos Cp com p > 2 são todos iguais a zero. Os 
operadores-bordo 2: C2 — C1, dj: C1 — Co são definidos assim: 
(abc) = ab + be + ca 

O(ab)=b-a, O(bco)=c—b e Oca) =a-—c. 

Obviamente, da = Ob = ðc = 0. 

Vê-se sem dificuldade que d0 = 0 em todas as dimensões. Na 
verdade, basta verificar que 9(9(abc)) = 0. 

É claro que, em dimensão 2, a cadeia nula é o único ciclo, de 
modo que H5(C) = {0}. Vejamos quais são os ciclos de dimensão 
1. Uma cadeia z € Cy é da forma x = m - ab +n -bc + p - ca, onde 
m,n, p E€ Z. Tem-se 


ðx = ð(m -ab+n-bc+p:ca)=m-b-m-a+n-c—-n-b 
+p-a—p:c=(p—-m)a+(m-—n)b+ (n — pe. 


Portanto de = 0 & m = n = p & r = m(ab + bc + ca). 
Assim, o ciclo z = ab + bc + ca é o gerador de Z1(C). Como se 
tem z = (abc), segue-se que Z1(C) = Bı (C), portanto o grupo de 
homologia Hı (C) = Z4(C)/Bi(C) é nulo. 

Falta calcular Ho(C). Toda 0-cadeia é, por definição, um ciclo. 
Portanto Zo(C) é o grupo abeliano livre gerado por a, be c. Já vimos 
que o bordo de uma 1-cadeia genérica x = m -ab + n -bc + p- ca 
tem a forma y = dx = (p — m)a + (m — n)b + (n — p)c. Como 
(p— m) + (m -— n) + (n — p) = 0, concluímos que se uma 0-cadeia 
y = kı -a+ k2- b+ k3- cé um bordo então kı + k2 + k3 = 0. (A soma 
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kı + ko + kz chama-se o índice da cadeia y.) Ora, mudando brus- 
camente de notação, um exercício elementar mostra que o sistema 
de três equações lineares z — y = kı, y — z = ka, z — x = ka tem 
solução se, e somente se, kı + ks + kz = 0. Portanto uma 0-cadeia 
é um bordo se, e somente se, seu índice é zero. (Ou ainda: duas 
O-cadeias são homólogas se, e somente se, têm o mesmo índice.) 
Assim, o homomorfismo In: Cy — Z, que associa a cada O-cadeia 
seu índice, tem como núcleo o conjunto Bo, das cadeias que são 
bordos. Passando ao quociente, obtemos o isomorfismo Co/Bo = Z, 
ou seja, Ho(C) = Z, pois Co = Zo. 

Em suma: os grupos de homologia do complexo C são Ho(C) = 
Z, Eh(C) = Ho(C) = (0). p 


Exemplo 2. Consideremos agora o subcomplexo C’ C C no qual 
C} = {0}, Ci = Cı e Ch = Co. Então Fb(C) = {0} e Ho(C’) = 
Ho(C) = Z mas, como ð} = 0, tem-se Bj = {0}, portanto H,(C”) = 
Zi = Z. Assim, os grupos de homologia do subcomplexo C’ C C são 
isomorfos a Z nas dimensões 0 e 1 e nulos nas demais dimensões. 
Isto nos dá um exemplo em que o homeomorfismo i: Hi(C”) — 
Hı (C), induzido pela inclusão à: C’ > C, não é injetivo. 

Ainda neste exemplo, no complexo quociente C = C/C" tem-se 
Cə = C2, Ci = Co = {0}. Portanto HC) = Ho(C) = {0} e 
H>(C) é o grupo cíclico infinito gerado pela classe de homologia 
do 2-ciclo j(abc) € C2, onde j: Cy — C> = C5/C) é a aplicação 


quociente. Portanto o homomorfismo induzido jx: Hə(C) — Hə(C) 
não é sobrejetivo. œ> 


2 Homotopia algébrica 


Sejam X = (X,,0,)) e Y = (Yp, p) complexos de cadeias e 
f,9: X — Y morfismos entre eles. Uma homotopia algébrica en- 
tre f e g é uma sequência de homomorfismos de A-módulos D = 
Dp: Xp > Yo tais que 0,,1D, + D, 10, = fp — Jp, OU simples- 
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mente OD + DO = f — g: Xp — Y, para todo p > 0. 


Xp— O p Xi 
Y, 


A principal utilidade deste conceito reside no fato de que se 


pn —ê3 p 


f, g: X — Y são morfismos algebricamente homotópicos, isto é, se 
existe uma homotopia algébrica entre f e q, então os homomorfis- 
mos induzidos por f e g nos grupos de homologia coincidem, ou 
seja, tem-se fs = gx: H (£) — H (Y) para p = 0,1,2,... 

Com efeito, sabendo que Dx + Dox = fila) — gp(x) para toda 
p-cadeia x € Cy(X), se z E€ Z (Æ) é um p-ciclo tem-se Oz = 0 logo, 
escrevendo y = Da, resulta daí que fp(z) — gp(Z) = Oy. Assim, 
quando os morfismos f e g são algebricamente homotópicos, as 
imagens fp(z) e gp(z) de todo ciclo z € Z,(X) são ciclos homólogos. 
Logo, 

fle] = [f(e] = lg(2)] = gfe], 
portanto f. = gx. 

Nos capítulos que se seguem, veremos diversas situações nas 
quais a noção de homotopia algébrica revelará sua utilidade. 


3 Sequências exatas 


Uma sequência de homomorfismos de A-módulos 


fo 
—— pai > Mp dy 1 —... 
chama-se exata quando o núcleo de cada homomorfismo fp é igual 
à imagem do homomorfismo anterior fp+1.- 
Um complexo de cadeias cujos grupos de homologia são iguais 
a zero em todas as dimensões é uma seqüência exata. 
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Numa sequência exata, o homomorfismo f, é injetivo se, e so- 
mente se, f,y1i = 0. Por sua vez, fp+ı é sobrejetivo se, e so- 


mente se, fp = 0. Em particular, as sequências 0 — M N 
e M É N > 0 são exatas se, e somente se, f é injetivo e g é 
sobrejetivo. Portanto, a sequência 0 — M LN > 0 é exata se, 
e somente se, f é um isomorfismo entre os A-módulos M e N. 
Uma seqüência exata do tipo 0 > M +, Ns P > 0 chama- 
se curta. Neste caso, i é injetivo, j é sobrejetivo e j7™1+(0) = i(M). 
O exemplo típico de uma seqüência exata curta é aquele em que 
M é um submódulo de N, i: M > N é a inclusão, P = M/N éo 
módulo quociente e j: M — P = M/N é a aplicação quociente. 
Um morfismo entre duas sequências exatas (Mp, fp) e (Np, 9p) É 
uma sequência y = (pp) de homomorfismos pp: Mp — N, tais que 


Pp-1º fp = Jp © Pp para todo p > 0. 


M, É Ma 


é | [om 


Ip 
No TE Np-1 , 


Sequências exatas são um instrumento de uso cotidiano em 
Topologia Algébrica. No que se segue, ao empregá-las, nos valere- 
mos principalmente de duas de suas propriedades, que estabelecere- 
mos agora. Uma delas é o Lema dos Cinco e a outra é a Sequência 
Exata de Homologia associada a uma sequência exata curta de mor- 
fismos entre complexos de cadeias. 

Lema dos cinco. Num morfismo entre sequências exatas de A- 


módulos, 
5 fs Ma fa al f3 j f2 Mı 


eo e Jo 4 


Ny == AN == o === No === N 
95 g4 93 92 


se Yı, P2, P4 € Y5 são isomorfismos então pz também é um iso- 
morfismo. 
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Demonstração: Seja z E€ Mg tal que pgx = 0. (Por simplicidade, 
escrevemos fx em vez de f(x).) Então po fsz = g3p31x = 0 logo 
fsx = 0 (pois pə é injetivo) donde x = fix para algum z € M4. 
Temos gapy4% = pafax = pax = 0, logo 4g = gsy, y E N5. Como 
ps é sobrejetivo, temos y = psx, x E€ M,. Então puZ = gy = 
gsP5% = pafst, donde Z = fszt pois 4 é injetivo. Segue-se que 
v=ftz=tfsa=o. Portanto ps é injetivo. A demonstração de 
que 3 é sobrejetivo é deixada a cargo do leitor. 


Em seguida, estabeleceremos a existência da sequência exata 
de homologia associada a uma sequência exata curta de morfismos 
entre complexos de cadeias. 


Teorema 1. Seja 0 > C > C -> C" > 0 uma segiiência 
exata curta de morfismos entre complexos de cadeias. Existe, para 
cada p > 0, um homomorfismo ð.: H ,(C”) > H,a(C') tal que a 
sequência 


1 dx j > 7) Ox / lx 
au: — H,(C )—> HC) — p(C )—> Hp- (C )—=> p-1(C) R 


é exata. 
Demonstração: Primeiro definiremos o homomorfismo ð: Hp(C”) 
— H,-ı(C) e depois verificaremos a exatidão da seqüência. 

Dada a classe [z”"] e H,(C”), existe x € Cp tal que j£ = 2”. 


Como jdx = ðjx = Oz” = 0, segue-se que existe 2” € Cj 4 tal que 
iz’ = Ox € Cp1. Tem-se 7 € Z, 4. Com efeito, i(0z') = diz! = 
99x = 0; sendo à injetivo, resulta que z’ = 0. Põe-se então, por 
definição, 0,[2"| = [2'. 
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Devemos verificar que ôx: H(C”) > H,«(C') está bem definido, 
ou seja, que as escolhas de z” na classe [2”| e da cadeia x tal que 
jx = z" não afetam o valor de [2] € H, a(C). A escolha mais geral 
possível em [2"] seria da forma z” + ðw” = z” + ðjw = z” + jðw, 
w E Coy, consequentemente a escolha mais geral de x € Cp seria 


da forma zı =x + ðw + i(y'), y’ € Cp, que daria jr, = 2" + du”. 
Neste caso, teríamos dx, = iz’ + idy' = i(z' + Oy). Portanto, com 
as novas escolhas, teríamos ainda 0,/2” + dw"| = [z' + dy] = [z] = 
9.12". Poupamo-nos (e ao leitor) da verificação de que ô, é um 
homomorfismo de A-módulos. 

A prova da exatidão da sequência de homologia tem três etapas. 


1) Em HC) => HC”) —> pc p-(C') o núcleo de O, é igual à 
imagem de j. 

la) ô. o ją = 0. De fato, se [2] = j.[2] = [jz] com dz = 0 então 
Oz = 1-0, logo 9,[2”] = [02] = 0. 

1b) O núcleo de 9, está contido na imagem de jx. Com efeito, 
se 0 = O,[2"] = [2] então 2” = ðw’ para algum w’ € C}. Logo, 
tomando «x € C, tal que ja = z” tem-se da = iz! = iðw' = O(iw'). 
Daí O(x — iw') = 0. Assim z = x — iw' é um ciclo em C, com 


jz = jx — jiw’ = jx, donde ją|z] = [2". 

2) Em H,(C") — de, p-1(C^) Ae, p-1(C) tem-se núcleo de ią = 
imagem de O... 

2a) i,00, = 0. De fato, para todo [2”| € H,(C”) tem-se 9,[2”] = [z], 


onde 7 € Zp, iz’ = Ox e ja = 2". Logo i,0,[2"] = ix[2] = liz] = 
[9x] = 0 € H, a(C). Logo imagem de ô, C núcleo de ix. 
2b) Se 0 = i,/2'] 


[i2], 27 € Z, 4, então iz’ = dx, x E€ Cp. Pondo 
A 


z" = jx, temos 0,2" = |z I Lobo núcleo de i, C imagem de 0, . 


3) Em H,(C') Si (C) => H,(C") tem-se núcleo de ją = imagem 
de iz. 

3a) Como jy o i = (j o i), = O, = 0, vemos que imagem de i, C 
núcleo de jx. 
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3b) Se 0 = jelz) = [jz] então existe z” € Chy tal que jz = 
dx”. Como j é sobrejetivo, tem-se z” = jx para algum x € Cy. 
Portanto jz = jx = jôx, logo j(z— dx) = 0. Pela exatidão, existe 
2 € C, tal que z — Ox = iz. Ora, como i é injetora e vale 


iðz = ðiz' = (z — ðx) = z — ððzx = 0 — 0 = 0, 


segue-se que z’ = 0. Assim 7’ € Z} e isle] = liz] = |z — dx] = [2]. 
Portanto núcleo de ją C imagem de ix. 
As vezes é conveniente escrever 0,/2"| = [i 10712]. Evidente- 


1 não são aplicações unívocas porém a classe de ho- 


mente, i ! e j7 
mologia 0,[2”] está bem definida por esta fórmula, como acabamos 
de ver. 

Há dois exemplos particularmente importantes de segiiências 
exatas de homologia. O primeiro é quando se tem um subcomplexo 
C'cCesetomaC” =C/C'. Neste caso, i: C’ > C é a aplicação de 
inclusão e j: C — C” é a aplicação quociente. A sequência exata 
de homologia associada à sequência exata curta 0 — C’ Eai EE 
C/C" — 0 chama-se a sequência exata do par (C,C') e os grupos de 
homologia H,(C/C”) = Hy(C") chamam-se os grupos de homologia 
relativa do par (C,C'). 

O segundo exemplo é o da seqüência de Mayer-Vietoris, que 
desempenhará um papel central nos capítulos seguintes. 

Para obter a sequência de Mayer-Vietoris, parte-se de dois sub- 
complexos C',C” C C, tais que C = C’ + C", isto é, tem-se Cp = 
C, + Cp para todo p > 0. Então os A-módulos C% N C% , 
mesmo operador ô de C, formam um complexo C'NC”. Também as 


com O 


somas diretas Cj & C} , cujos elementos escreveremos como pares 
(x, x") com x’ € C} e x” € Cj, munidas do operador à: C, C; — 
Ci 1 OC) 1, dado por (x, z”) = (Ox”, dx"), formam o complexo 
C'ÐC”, cujos grupos de homologia são H,(C'6C") = H(C)SH,(C"”) 
como facilmente se verifica. 
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Os morfismos i: C'N C” — C' 9 C" e j: C’ C” > C, dados por 
i(x) = (x, x) e j(x,y) = x — y, compõem a sequência curta 


Cn Us, 
que é exata como se vê imediatamente. Dela resulta a sequência 
exata de homologia 


ara CCIAA OER C E HÃO Ho (CINE) =» 


chamada a segiúência de Mayer- Vietoris do terno (C,C',C”). Nela, 
usamos a notação A em vez de ô. Os homomorfismos ie ją São 
óbvios: i.|2] = ([2], |[2]) e j«([2], [w]) = [z — w]. Quanto a A, tem-se 
Ak] = [07] = [əy] onde z —- y = z, x € C}, ye C} e dx = Oy. 

A seqüência exata de homologia é natural, no sentido seguinte. 
Dado um morfismo 


0> 8 — x — ¥#!"— 0 


bobo b 


Dido a a 
entre duas seqüências exatas curtas de complexos de cadeias, os 
homomorfismos induzidos em homologia por y, y’ e y” determinam 
um morfismo entre as seqüências exatas de homologia. Noutras 
palavras, o diagrama abaixo é comutativo. 


«> Hx) —> E > H(%) o aE 
Ox 


“> ELO) > HMM) > H9") o H (P) >- 


Pelo morfismo entre as duas sequências curtas, temos yoi = ioy" 
MES A E j PORE ; 
e "oj = jogp, donde Yx otis = ixo p, € p% ojx = j° px. Para 
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provar que y’, o O, = ô, o y! , escreveremos 0,[2"| = [1107 12"]. 
Então 


PR = AC A a A = ea) 
Es itap !2"] = itaj" z"] L Ogre". 

Resulta daí a naturalidade da sequência de Mayer Vietoris: se 
£ = X + X" e Y= Y +Y” então um morfismo y: X — Y tal que 
plž’) C Y e (X) c Y” induz um morfismo entre as sequências 
de Mayer-Vietoris de (X, X’, X” e (9, Y’, Y”). 


4 Cohomologia 


Um complexo de cocadeias é uma seqüência C = (C?,6,), 
p > 0, de A-módulos C? e homomorfismos 0,: C? — CP+ tais 
que dp+1º dp = O. Frequentemente escreve-se simplesmente ô em 
vez de dp: 

CO sr A On O sola 

Cada elemento u € C? chama-se uma cocadeia de dimensão p, 
ou uma p-cocadeia. Se ópu = 0, diz-se que u é um p-cociclo. O 
conjunto Z? = Z”(C) dos p-cociclos é um submódulo de C?, núcleo 
do homomorfismo d,. A imagem B? do operador 9,4 também é 
um submódulo de C” e a relação do 0 = 0 significa que BP C Z’. O 
módulo quociente H”(C) = Z”/ B? chama-se o grupo de cohomologia 
de dimensão p do complexo C. Seus elementos são as classes de 
cohomologia [u] = fu + dv;v € CP!) dos cociclos u € Z?. Tem-se 
[u] = [u” se, e somente se, u— u’ = ôv para algum v € C?! Neste 
caso, diz-se que u e u’ são cociclos cohomólogos. 

As noções e os fatos relativos a cohomologia são análogos àqueles 
já estabelecidos para a homologia, levando-se em conta apenas que 
o operador cobordo 6: CP! — CP aumenta a dimensão, enquanto 
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que o operador bordo O: CP — CP"! diminui. Isto causa pequenas 
mudanças. 

Por exemplo, se X e 9) são complexos de cocadeias, o homomor- 
fismo induzido em cohomologia por um morfismo f: X — % entre 
complexos de cocadeias é designado por f*: H”(X) > H”(Y) em 
vez de fe. 

Uma homotopia algébrica entre os morfismos fg: X > Y é 
uma sequência de homomorfismos D: X? — YP-1 tal que 6D + 
Dô = f — g. (No caso de cadeias, tínhamos D: Xp > Y,41.) Nova- 
mente, é claro que se f,9g: X — Y são algebricamente homotópicos 
os homomorfismos induzidos f*, g*: H? (X) — H”(9)) são iguais. 

Finalmente, a sequência exata de cohomologia determinada pela 
sequência exata curta 0 — C’ +, € -5 C" — 0 de morfismos entre 
complexos de cocadeias tem a forma 


“> Hº(c) À HO) + RMC) E HC) -.... 


Um importante exemplo de complexo de cocadeias se obtém a 
partir de um complexo de cadeias C = (Cp, p), formado por A- 
módulos. Para cada p > 0, pomos C? = Hom(C,; A) = módulo 
dual de Cp, cujos elementos são os homomorfismos u: Cp — A. 
O operador ô = ôp: CP? > CPH! é o adjunto de O: OC, > Cp, 
ou seja, se u € C? então du € CPt! é o homomorfismo (funcional 
A-linear) definido por (du)-x = u(dx) para toda cadeia x € Cy. 
Isto nos dá o complexo de cocadeias C* = (CP, ô), cujos grupos 
de cohomologia H?(C) são chamados os grupos de cohomologia do 
complexo de cadeias C. 

A todo morfismo f: X — 9) entre complexos de cadeias corres- 
ponde o morfismo adjunto fT: Y* > X*. 

Para cada p > 0, fJ: YP — XP é definido por 


(SZ v)-£ = v: folt), v E€ YP, £ € Xp. 


Noutras palavras, fjv = vo fp. 
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O homomorfismo em cohomologia induzido pelo morfismo ori- 
ginal f: X > 9 é FP: HP()) > H&), f* = (JT)., ou seja, 
f*[v] = [fTv] para todo p-cociclo v E ZM). Se g: Y > 3 é outro 
morfismo de cadeias, tem-se (go f)* = f* o g*: H”(3) > HP(X). 

No contexto da cohomologia obtida a partir de um complexo 
de cadeias, deve-se observar que dada a sequência de A-módulos e 
transformações A-lineares 


lt My fp 
.— Mpi + Mp — Mp- —> 


se ela é exata, não se segue geralmente que seja também exata a 
seqüência dual 


---— Hom(M,p-1; A) #, Hom(M,; A) == Hom(Mp; A — =, 


na qual fT é o homomorfismo adjunto de fp. 

Um exemplo simples é o da seqüência exata de grupos (Z- 
módulos) 0 > Z TEE RE 0, onde Zə = {0,1} é o grupo dos 
inteiros módulo 2, f(n) = 2n e g é a projeção canônica: g(n) = 0 
se n é pare g(n) = 1 se n é ímpar. A sequência dual é 


0 — Hom(Zz; Z) > Hom(Z; Z) > Hom(Z; Z) — 0. 


O grupo Hom(Z,: Z) é zero e Hom(Z; Z) é cíclico infinito (iso- 
morfo a Z), gerado pelo homomorfismo identidade u: Z > Z. 
Como f: Z — Z é a multiplicação por 2, o mesmo se dá com 
f1: Hom(Z; Z) — Hom(Z; Z), logo fT não é sobrejetivo e a seqüên- 
cia não é exata. 

De um modo geral, se a sequência de A-módulos Mı LM pes 
Ms é exata então go f = 0 de modo que, considerando a sequência 
dual 

Hom(M3; A) E Hom( Mə; A) LA Hom( Mı; 4) 


temos fT o gT = (go f) = 0, logo Im(g1) C N(fT). Se quisermos 
mostrar que esta seqüência também é exata, restará provar que 
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N(ITD C Im(g7). Para isto, tomamos v € Hom(M3; A) tal que 
fT(v) = 0 e procuramos achar u € Hom(M3; A) com gT(u) = v. 
Nossa hipótese sobre v significa que v(f(x)) = 0 para todo z € Mı, 
ou seja, que o homomorfismo v: Mə — A se anula sobre a imagem 
de f. Pela exatidão da sequência inicial, essa imagem coincide 
com o núcleo de g. Portanto v(y) = 0 para todo y € Ms tal 
que g(y) = 0. Ou ainda: se y,y' E M são tais que g(y) = gly’) 
então v(y) = v(y). Ora, estamos em procura de um homomorfismo 
u: My > A tal que u(g(y)) = v(y) para todo y E€ M2. Acabamos 
de ver que esta igualdade define univocamente um homomorfismo 
u: Im(g) — A. Se este homomorfismo puder ser estendido a todo 
o M3, (não importa de que modo) teremos gT(u) = v. 

Assim, o problema de saber se a dual da sequência exata de 
A-módulos M, sas M> > M; é ainda exata reduz-se a indagar 
se um homomorfismo definido no submódulo g(M,) C M3 pode ser 
estendido a todo o módulo Ms. Nem sempre isto é possível. Por 
exemplo, se P C Z é o subgrupo formado pelos inteiros pares, o 
homomorfismo h: P — Z, definido por h(2n) = n, não pode ser 
estendido a todo o grupo Z. 


Na sequência exata Mı És Mo ses M há um caso em que todo 
homomorfismo h: g(M2) — P, definido no submódulo g(M,) C 
Ms , pode ser estendido a um homomorfismo h: My — P, definido 
em todo o módulo M3. É quando existe um submódulo N C Ms 
tal que M3 = g( M2) N. Então define-se a extensão simplesmente 
fazendo-a assumir o valor zero em cada y € N, lembrando que 
os elementos de M3 se escrevem de modo único como x + com 
vegdM)eyenN. 

Uma sequência exata Mı E MG =Es M chama-se separável 
quando existe um submódulo N C Ms tal que Mə = f(Mı) EN. 


No caso de uma sequência exata curta, como 


(8) DMA Mes MO, 
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dizer que ela é separável significa que existe um submódulo N C Mə 
tal que Mə = HM) BN. Neste caso, a sequência dada é equivalente 
a 


(25) 0 — M, -5 Mı 8 M; M; > 0, 


onde f'(x) = (x,0) e g'(x,y) = y, ou seja, existe um isomorfismo 
h: Ma > Mı & M; que torna comutativo o diagrama 


M, 


f E 
h Bisa che 
0 — M, 3 
BN Fá 
M, OM, 


Com efeito, sendo f: Mı — f(M,) um isomorfismo e sabendo 


0. 


que todo z € Mə se escreve, de modo único, como z = x +y, 
onde x € f(M1), isto é, g(x) = 0, e y € N, pomos h(z) = h(x + 
y) = (f(x), g(y)). O homomorfismo h, assim definido, cumpre 
hof=f'eg'oh=g,ou seja, torna comutativo o diagrama acima. 
A verificação de que A é bijetivo recai imediatamente na exatidão 
da sequência (*) dada inicialmente. 

Portanto (**) é o modelo padrão de uma sequência exata curta 
separável. 


Lema 1. Se a imagem g(Ms) é um módulo livre (em particular, 
se À é um corpo, logo os A-módulos são espaços vetoriais) então a 
sequência exata Mı ada; M> — M; é separável. Em particular, se 
o módulo Ms é livre então a sequência exata curta 


05M>M>M,>0 


é separável. 
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Demonstração: Seja (ax) cr, uma base do A-módulo g( M2). De- 


finamos um A 9(M,) — Ms escolhendo, para cada 
A € L, um elemento (aa) E€ Mə tal que g(p(a))) = aa. As- 
sim g(y(z)) = z para todo z € g(M5). Seja N a imagem de q. 
Afirmamos que My = f(Mı) & N. De fato, em primeiro lugar, 
todo x € Mə se escreve como x = y(g(x)) + (x — p(g(x))), com 
plglz)) E Neg(z—p(g(x))) = g(x)-g(plg(x))) = g(x)—g(x) = 0, 
logo x — plg(x)) € f(M,) por exatidão. Em segundo lugar, se 
ve fF(Mi) A N então y = f(x), x E€ Mı, e y = (z), z € g(Mə), 
logo z = g(p(z)) = g(y) = g(f(x)) = 0 e daí y = p(z) = (0) = 0. 
Um importante caso particular deste lema é o 


Corolário 1. Seja C C B um submódulo. Se o módulo quociente 
B/C é livre então C é um somando direto em B, isto é, existe um 
submódulo C" C BtalqueB=CeC. 


Com efeito, se i: C — B é a inclusão e j: B > B/C é a proje- 
ção natural então a sequência 0 > C — B B/C > 0 é 
exata. 


Teorema 2. Se M3 é um A-módulo livre (em particular, se A é 
bei ch f g ; 

um corpo) e a segúência 0 > Mı — Mz — M; > 0 é exata, 

então a sequência dual 


0 — Hom( M3; A) 2, Hom( M3; A) L, Hom(M,; 4) > 0 


é exata. 


Demonstração: 

(1) 9! é injetivo: Seja u: Ma — A um homomorfismo tal que 
g' (u) = 0, isto é, u(g(x)) = 0 para todo x € Mə. Como g é 
sobrejetivo, isto significa que u = 0. 

(2) Im(g") = N(f!). São duas inclusões a serem verificadas. 
A primeira, Im(g') C N(f!), significa que f' og' = 0,0 que é 
claro porque f' og! = (go f)! = 0 pois go f = 0. Para provar 
que N(f!) c Im(g'!), tomemos um homomorfismo v: M> — A tal 
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que f!(v) = 0, ou seja, vo f = 0. Como g é sobrejetivo, podemos 
definir o homomorfismo u: M3 — A pondo ul(g(x)) = v(x) para 
todo x E€ Mə. Esta definição é legítima pois se y E€ M5 é tal que 
gly) = g(x) então g(x — y) = 0 e daí, pela exatidão da sequência 
inicial, existe z E€ M; tal que x — y = f(z). Como vo f = 0, vemos 
que v(x—y) = v(f(z)) = 0, portanto v(x) = v(y), mostrando assim 
que o homomorfismo u: Ms — A está bem definido, sendo claro que 
uo g =v, isto é, v=g9'(u). 

(3) f| é sobrejetivo. Aqui fazemos uso do Lema 1, segundo o 
qual a sequência exata 0 > Mı $ M> > M; > 0 é separável, 
logo é equivalente à segiiência exata padrão 0 > Mı > Mı & 
Ms > Ms > 0 e a sobrejetividade de f! equivale a dizer que 
todo homomorfismo u: M3 — A se estende a um homomorfismo 
u: Mı 2 M; > A, o que é inteiramente óbvio. 


Observação: Se E é um espaço vetorial sobre o corpo K, é praxe 
escrever E* em vez de Hom(E; K). 


5 Limites indutivos 


Uma quase-ordem num conjunto L é uma relação binária < em 
L que é reflexiva (À < À para todo À € L) e transitiva (se), u,v E L 
são tais que À < p e u < v então À < v). Uma quase-ordem anti- 
simétrica (À < u e u < À implicam à = u) chama-se uma relação 
de ordem. 

Diz-se que a quase-ordem < é filtrante quando, dados quaisquer 
à, u E L, existe v € L tal qeA<veu<v. 


Exemplo 3. Seja L o conjunto dos intervalos abertos da reta que 
contêm 0 e têm comprimento < 1. Dados 7, J € L, se escrevermos 
I < J para significar I C J, obteremos uma relação de ordem em L, 
a qual não é filtrante. Se, entretanto, convencionarmos que I < J 
significa J C I, obteremos uma relação de ordem filtrante em L. 
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Exemplo 4. Seja V o conjunto das vizinhanças abertas de um 
determinado conjunto X C R”. Dados U, V € V, escrevendo U < V 
para significar que X C V C U, obtemos uma relação de ordem 


filtrante em V. A opção de escrever U < V quando V C U traduz 
o fato de que V está mais próxima de X do que U, ou que é uma 
melhor aproximação aberta de X. 


Exemplo 5. Seja C o conjunto das coberturas abertas de um 
conjunto X C R”. Dadas as coberturas a, 8 € C, ponhamos a < 8 


para exprimir que 5 refina a, isto é, para cada Be 8 existe A ea 
tal que B C A. A relação a < 8 é uma quase-ordem filtrante em 
C. Com efeito, dadas a, 8 € C, o conjunto y das interseções AN B, 
com Á € ae B € p, é uma cobertura aberta de X que refina a e 
8, ou seja, tem-se a < y e B < y. Note que esta quase-ordem não 
é anti-simétrica, ou seja, não é uma ordem. 

Dada uma quase-ordem < no conjunto L, um subconjunto L’ C 
L diz-se cofinal quando, para todo À € L, existe u € L’ tal que 
A< uu. 


Exemplo 6. No Exemplo 3, se I < J significa I C J, os intervalos 
com extremos racionais formam um conjunto cofinal. Se I < J quer 
dizer J C 1 então os intervalos do tipo (—1/n, 1/n) constituem um 
conjunto cofinal. No Exemplo 4, se X for compacto, as vizinhanças 
abertas de X que têm fecho compacto formam um conjunto cofi- 
nal em V. No Exemplo 5, se X é uma superfície, o conjunto das 
coberturas abertas localmente finitas é cofinal em C. 


Uma família (E) 
tivo quando 


yez de A-módulos chama-se um sistema indu- 
1º) O conjunto L dos índices é munido de uma quase-ordem 
filtrante. 
2º) Para cada par de índices À,u E€ L com À < u é dado um 
homomorfismo 4,4: Ex — E, de modo que q = id: E, > E, e 
Puv © Pau Pw: Ex > Epse ASUS LV. 
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Dado o sistema indutivo (E) ,c, , definimos na reunião disjunta 


V E, uma relação de equivalência dizendo que x € E) é equiva- 
AEL 
lente a y € E, quando existe v € L, , com À < v e u < v, tal que 


Pavl£) = Puvly). Indicaremos com z a classe de equivalência do 
elemento x E€ E» segundo esta relação. O conjunto Æ das classes 
de equivalência x dos elementos x € E, AE L, chama-se o limite 


indutivo do sistema (E)) Escreve-se E = lim E. 


AEL’ 


5 V 
Quando se escreve um elemento de E = lim F, sob a forma z, 
A 


diz-se que x € E, representa a classe X. Se À < u ey= Pads) 


z vo vy 
então o elemento y E€ E, representa a mesma classe, pois x = y. 


O limite indutivo E = lim E, possui uma estrutura natural de 


A-módulo: dados x% = M € E, como L é filtrante, podemos supor 
que os representantes x, y pertencem ao mesmo módulo E e então 

vV V V V V ds F 
pomos £ + y = (x +y)“ e, sea E€ A, a- x = (a- x)“. Não há 
dificuldade em verificar que estas operações estão bem definidas e 
fazem de E = lim E, um A-módulo. 


Em particular, a classe X de x € E, é o zero de A-módulo E, 
se, e somente se, existe u > À tal que pau(x) = 0 € E,. Noutras 
palavras, o elemento neutro da adição em E = lim E, pode ser 
representado pelo elemento neutro 0 € E, para algum yu € L. 

Seja E = lim F}. Para cada À € L, existe um homomorfismo 
px: Ex > E, definido por y(x) = X, x € E. Valem as seguintes 
propriedades: 

a) Se À < u então P) = PuO Pay; 

b) E = U paa); 


AEL 
c) Se x € E, é tal que y(x) = 0 então existe u € L tal que 


À < pe Paula) = 0. 
Podemos também considerar sistemas indutivos de complexos. 


Para fixar idéias, vejamos um sistema indutivo (C)) de com- 


AEL 
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plexos de cocadeias. Para cada À € L, temos um complexo 
d 
Ca: CS) sE] —S 0. SC So —S 0. 


e, quando À < u, um morfismo fy: Cy > Cy tal que fya = id: Cy — 
Cy e fw = fw © fu: Ca — Cy quando À < u < v. 
O limite indutivo do sistema (Cy) ,., é o complexo 
Cut nl = OL sado 
onde C” = lim OX ed: C” — Crt é definido por d(x) = (dæ)“, 
com x € C$ logo dr € CY. 


Escreve-se C = lim 0, = lim C}. 
ACL 


Se E = lim E», definir um homomorfismo f: E > F, com 
valores no A-módulo F, equivale a definir, para cada À € L, um 
homomorfismo fy: E, — F de tal modo que valha a relação fy = 
fu º Pau Sempre que À < u. Com efeito, dado f, obtém-se fi pondo 
fi = fopa. Reciprocamente, dados os fy, definimos f assim: para 
cada q € E existe algum x, € E, tal que ps(x») = x. Então pomos 
f(x) = filas). A relação f = fu © Pau mostra que esta definição é 
legítima, isto é, que a escolha de x, não afeta o valor f(x). 

O homomorfismo f: lim E, —> F, definido a partir dos fy: E) —> 
F, é sobrejetivo se, e somente se, F = U f(E)) e é injetivo se, e 
somente se, f(x) = O implica que existe u > À tal que pyu(x) = 0. 

Por exemplo, se L’ C L é um subconjunto cofinal, o limite 
indutivo E’ = tim, Ey é isomorfo a E = lim E». Para chegar a 
esta conclusão, definimos o homomorfismo f: E’ — E pondo, para 
cada X € LV, fy = px: Ex —> E. Como se vê sem dificuldade, 
o homomorfismo f é sobrejetivo e injetivo, logo é um isomorfismo 
entre E' e E. 

Um exemplo útil de isomorfismo é o seguinte. A partir de um 


sistema indutivo (C\) de complexos de cocadeias, obtemos um 


AEL 
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complexo C = lim C, , o qual possui grupos de cohomologia H” (C) = 
Hm Cr = 0,1,.... Por sua vez, para cada r = 0,1,2,..., 
os grupos de cohomologia H”(C)), À € L formam um sistema in- 
dutivo, o qual possui o limite lim H"(C»). Afirmamos que existe 
um isomorfismo natural f: lim H" (Ca) — H"Qim 6). Afim de 
definir f, basta considerar, para cada À € L, o homomorfismo 
fa: H” (Cx) > H"Qim 6), definido por fiz] = [>], onde z € C$ 
é um cociclo de dimensão r, [2] € H”(C\) é sua classe de coho- 
mologia e Z = p(z) é sua imagem em lim €3 pelo homomorfismo 
natural p): (4 — lim C5. Os homomorfismos f, cumprem obvia- 
mente a condição fy = fu © Px quando À < u, logo determinam 
um homomorfismo f : lim H'(C,) > H” (lim Cx). Como se vê sem 
dificuldade, f é um isomorfismo. 

Assim, o processo de tomar o limite indutivo de complexos co- 
muta com o de tomar grupo de cohomologia. Resulta daí, em par- 
ticular, que o limite indutivo de um sistema de sequências exatas 
é ainda uma sequência exata pois esta é, em última análise, um 
complexo cujos grupos de cohomologia em dimensão > 0 são nulos. 
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Capítulo II 


Cohomologia de deRham 


A cohomologia de deRham será nosso primeiro exemplo de uma 
situação específica na qual se usam os conceitos gerais expostos no 
capítulo anterior. 

Este assunto é geralmente apresentado no contexto aparente- 
mente mais geral de variedades diferenciáveis. (Em vez de su- 
perfícies no espaço euclidiano, como faremos aqui.) A opção que 
fizemos permite utilizar, sem mudança de terminologia ou notação, 
as noções já introduzidas e os resultados já demonstrados em [AR2] 
e, principalmente, [AR3], textos que contêm os pré-requisitos para 
este capítulo. 

Além disso, como é bem conhecido, toda variedade diferenciável 
é difeomorfa a uma superfície contida num espaço euclidiano de di- 
mensão suficientemente alta, portanto não há perda essencial de 
generalidade em nossa exposição. Uma vantagem adicional das su- 
perfícies é a existência da vizinhança tubular, cuja utilização em 
ocasiões oportunas simplifica argumentos e permite demonstrações 
convincentes, como vimos nos Capítulos 4 e 5 de [AR3]. 


Advertência: no que se segue, salvo menção explícita em con- 
trário, superfícies e formas serão sempre supostas diferenciáveis e 
diferenciável significa “de classe CS?” 


23 


i 


“main?” 

2009/6/1$ 

page 23 
— 


24 [CAP. Il: COHOMOLOGIA DE DERHAM 


1 O complexo de deRham 


A diferenciação exterior d: A(M) — AM) é uma trans- 
formação linear definida no espaço vetorial A”( M), cujos elementos 
são as r-formas na superfície m-dimensional M. Como ddw = 0 
para toda w € A(M), a segiiência 


d 


AM: AM) S AM) = -= = APM) É 


> APM) 50 
é um complexo de cocadeias, chamado o complexo de deRham da 
superfície M. 

Lembremos que A“(M) é o conjunto das funções diferenciáveis 
f: M >ReA(M)=0ser>m=dmmM. 

O núcleo Z"(M) de d: A(M) > A"! (M) e a imagem B'(M) 
de d: A"™71(M) — A"(M) são, respectivamente, o conjunto das r- 
formas fechadas e das r-formas exatas. Tem-se B(M) c Z"(M) e 
o espaço quociente 


H'(M) = Z(M)/B'(M) 


chama-se o grupo de cohomologia de deRham da superfície M em 
dimensão r (muito embora seja um espaço vetorial). Seus elementos 
são as classes de cohomologia 


lw] = {w + da; a € AT HM)) 


das formas fechadas w € Z(M). 


Exemplo 1. O caso mais simples da cohomologia de deRham 
é H(M). Tem-se B(M) = 0 e Z(M) é o conjunto das funções 
diferenciáveis f: M — R tais que df = 0. Logo H(M) = Z(M) = 
conjunto das funções localmente constantes, ou seja, constantes em 


cada componente conexa de M. Em particular, se M é conexa então 
HM) = R. No caso geral, em que M = |J M, é a reunião de 
AEL 


suas componentes conexas, tem-se Hº(M) = J| Ry onde Ry = R 
XEL 
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para todo À € L. Explicitamente, cada elemento de Ho(M) é uma 
família x = (x»)xez onde x) € R para todo À € L. (Note que L 


é enumerável.) Se M = Mı U --- U Mk possui apenas um número 


finito k de componentes conexas então HM) =Rº*. > 


Exemplo 2. Seja M = R?— {0}. Sabemos que H(M) = R pois M 
é conexa. Vejamos H!(M). A cada forma fechada w = adx + bdy 
em M, façamos corresponder o número (w) = fyw. A corres- 


pondência y: Z(M) — R assim definida é uma transformação li- 


near não-nula, portanto sobrejetiva. Seu núcleo contém B(M) pois 
a integral de uma forma exata ao longo do caminho fechado St é 
zero. Logo duas formas cohomólogas w e w têm a mesma imagem 
ylw) = p(w). Então, por passagem ao quociente, podemos definir 
uma transformação linear $: H(M) > R, pondo G([w]) = ylw) 
para toda w € Z!(M). Além de sobrejetiva, ð é também injetiva. 


De fato, se G([w]) = [q w = 0, afirmamos que f w = 0 para qual- 


quer caminho fechado y em M = R?— {0}. Para ver isto lembremos 


que, como está no Capítulo 1 de [AR3], y é livremente homotópico 
em R? — {0} a um caminho do tipo 9: [0,27] > St c R? — {0}, 
n(s) = (cos ks, sen ks), para algum k € Z. Sendo assim, Ju = 


he = kf; w = 0. Portanto w é exata em M = R? — {0}, ou seja, 
lw] = 0. Finalmente, tem-se ainda H?(M) = 0 pois, como veremos 


logo a seguir, os grupos de cohomologia de deRham são invariantes 


homotópicos e M = R? — (0) tem o mesmo tipo de homotopia da 
“superfície” unidimensional St, para a qual, evidentemente, vale 


Go == Qi > 
2 Invariância homotópica 
Como sabemos, uma aplicação diferenciável f: M > N entre 


as superfícies M, N induz, para cada r > 0, uma transformação 
linear f*: A(N) > A“(M), que associa a cada r-forma w em N o 
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seu pullback f*w € A(M), onde 


(Fw) Cp): (Vis -3 Vr) = (Hp) (por... Pp) ur), 


para todo p E€ M e quaisquer v,,...,v, ETM. 

É uma propriedade essencial da diferenciação exterior sua in- 
variância por mudança de coordenadas, expressa pela igualdade 
f*(dw) = d(f*w), em virtude da qual f* é um morfismo do com- 
plexo de deRham A*(N) em A*(M). Como tal, f* induz, para cada 
r > 0, um homomorfismo 


f*: E(N) —> HM), 


indicado com a mesma notação f*. Quando há necessidade de ser 
mais preciso, escreve-se f¥ em vez de f*. O homomorfismo acima, 
definido por f*([w]) = [f*w], é natural no sentido de que se tem 
(go f)* = ftogt para f: M > Neg: N > P diferenciáveis. 
Em particular, se f: M > N é um difeomorfismo e g: N > M 
é seu inverso então f*: H'(N) > H'(M) é, para todo r > 0, um 
isomorfismo cujo inverso é g*: H(M) > H*(N) pois g* o f* = 
(fog)* = (idn)* T id#r(N) e f” og = (go f)“ = (idm)* E ider(M) - 

Esta observação caracteriza H*(M) como um invariante dife- 
renciável. Mais geralmente (porém ainda não definitivamente, con- 
forme o Teorema 1 abaixo), H'(M) é um invariante do tipo de 
homotopia diferenciável de M. 

Isto significa que se f: M > Neg: N > M são aplicações dife- 
renciáveis tais que go f: M > Me fog: N > N são ambas dife- 
renciavelmente homotópicas às aplicações identidades pertinentes 
então, para todo r > 0, f*: H'(N) > H(M) e gt: H"(M) > 
H'(M) são isomorfismos, um inverso do outro. 

Na verdade, bem mais do que isto pode ser dito. Mostraremos 
agora o seguinte: 
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Teorema 1. Uma aplicação contínua f: M > N induz, para cada 
r>0, um homomorfismo f*: H(N)> HOM). Seg:M > N 
é também contínua e homotópica a f (em classe C?) então g* = 
f*: HO(N) > H'(M). Consegúentemente, se M e N têm o mesmo 
tipo de homotopia (em particular, se são homeomorfas) então HM) 
e H'(N) são isomorfos para todo r > 0. 


Demonstração: Isto resulta das seguintes observações: 


A) Pelo Teorema 8, Capítulo 4 em [AR3], se as aplicações dife- 
renciáveis fg: M — N são homotópicas (homotopia Cº) então 
elas são diferenciavelmente homotópicas. Logo, pelo Teorema 3 
loc. cit., para toda forma fechada w € Z"(N), existe a € A H(M) 
tal que g*w — f*w = da, portanto g*[w| = f*[w]. Assim, aplicações 
diferenciáveis que são Cº-homotópicas induzem o mesmo homomor- 
fismo em cohomologia. 


B) Toda aplicação contínua f: M — N é homotópica a uma 
aplicação diferenciável. 


Com efeito, seja V.(N) uma vizinhança tubular de N C RS. 


Definamos a função contínua a: M — R* pondo, para cada x € 
M, alx) = d( f(x), R? — V.(N)). Pelo Teorema de Aproximação 
([AR8], Cap. 4, Teor. 6), existe g: M > N diferenciável tal que 
Ig(x) — f(x)| < a(x) para todo x € M. Então, para todo x € 
M, o segmento de reta [f(x),g(x)| está contido em V(N). Seja 
m: V(N) > N a projeção natural. A aplicação H: Mx [0,1] > N, 
dada por H(x,t) = m((1 — t) f(x) + tg(x)), é uma homotopia entre 
f e a aplicação diferenciável g. 


Uma vez estabelecidas A) e B), o homomorfismo f*: H'(N) > 


H'(M), induzido pela aplicação contínua f: M > N, é definido 


assim: toma-se uma aplicação diferenciável g: M > N que seja 
homotópica a f e põe-se, por definição, f* = g*: H(N) > H(M). 
Deve-se observar que o homomorfismo f* independe da escolha 
de g, em virtude da transitividade da relação de homotopia: se 
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g,h: M — N são diferenciáveis e homotópicas a f então g œ h, 
logo g* = h+. 

Do mesmo modo se mostra que se f: M — N e g: N — P são 
aplicações contínuas então (go f)* = f* o g* e que se f,g: M — N 
são homotópicas então f* = g*. Em particular, se f: M > N é 
uma equivalência homotópica então f*: H"(N) > HM) é um 
isomorfismo para todo r > 0. 

Um caso especial merece destaque: se f: M > N é um homeo- 
morfismo então f* é um isomorfismo de H"(N) sobre H'(M) para 
todo r > 0. Assim, embora a estrutura diferencial tenha sido forte- 
mente utilizada na definição de cohomologia de deRham, os grupos 
H'(M) são invariantes topológicos. 

Exemplo 3. Podemos agora completar o Exemplo 2. Como S! e 
R? — {0} têm o mesmo tipo de homotopia, vale H"(R? — (0h) = 
HS) para todo r > 0. Ora, H?(St) = 0 pois dim St = 1. Por 
outro lado, daí resulta também que H!(S!) = R pois já vimos que 
H'(R?—{0}) = R. Mais geralmente, R”™! — {0} e S” têm o mesmo 
tipo de homotopia, seja qual for n > 0. Logo H"H(RrH 10) = 0. 
Além disso, é claro que, para todo r > 0, vale H"(R”) = 0 pois 


R” é contrátil, ou seja, tem o mesmo tipo de homotopia de um 


ponto. > 

A cohomologia de deRham possui ainda uma estrutura multi- 
plicativa, induzida pelo produto exterior de formas diferenciais. Se 
w € Z"(M) e œ € Z(M) são formas fechadas em M então o pro- 
duto exterior w A w é também uma forma fechada, pois d(w A w) = 
dw Aō + (—1)"w A dọ = 0. Além disso, sea € A"H(M) e 
ā& € AHM), 


(w + da) A (ù + dā) =w Aŭ +w A^dā + da Aŭ + da ^ dà 
=wArv+d[(-1)"vna+t+anv-+aa dā] 
=w ^0 +d, 


logo o produto exterior de formas fechadas conserva a relação de 
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formas cohomólogas, ou seja, a aplicação bilinear 
A: H(M) x HM) > HTM), 


dada por [w] A [o] = [w A ù], está bem definida. 
Este produto exterior de classes de cohomologia dota a soma 
direta 


H*(M) = H(M) 6 H!(M) @ --- H"(M), m = dim M, 


de uma estrutura de álgebra sobre os reais, usualmente conhecida 
como o anel de cohomologia de deRham da superfície M. O ho- 
momorfismo f*: H*(N) > H*(M), induzido por uma aplicação 
contínua f: M — N, respeita essa multiplicação, ou seja, tem-se 
FA o) = Fo A flo. 

Quando o espaço vetorial H”(M) tem dimensão finita, o número 
Br = dim H'(M) chama-se o r-ésimo número de Betti da superfície 
M e a soma alternada x(M) = Bo — b1 + -+-+ (—1)” Bm chama-se 
a característica de Euler da superfície M. 


3 A sequência de Mayer-Vietoris 


Sejam U,V C M abertos na superfície M, tais que M = UUV. 
Para cada r > 0, consideremos os morfismos a: A(M) > A” (U) 6 
N(V) e B: (U) 8 A(V) > A(U A V), definidos por a(w) = 
(v|U,w|V) e Blw, w) =w|(UNV) -o|(UNV), lembrando que w| W 
significa a restrição da forma w ao conjunto aberto W C M. Os 
morfismos a e 5 dão origem à seqüência curta 


0>A4(M) SA (USA (V) SA(UNV) 50, 


a qual afirmamos ser exata. E óbvio que a é injetivo e que sua 
imagem é igual ao núcleo de 5. Resta apenas provar que 8 é sobre- 
jetivo. 
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Para isto, tomamos uma partição diferenciável da unidade pu + 
py = 1 estritamente subordinada à cobertura M = UUV, portanto 
supp. yy C U e supp.yy C V. Dada qualquer w € A(U NV), 
definimos as formas wı E€ A”(U) e w2 € A”(V) pondo: 


wi=yyw em UNV e w=0 em U-(UNV), 
w = -yyw em UNV e w=0 em V-(UNAV). 


Tem-se w| (UNV) —-w|(UNV)=pyyw +yvw=w, logo B(wr, wa)=w. 
Como vimos no Capítulo I, esta seqüência exata curta dá origem 
a uma seqüência exata de cohomologia 


«> HUM) & Uoi V S HUNAR M] >... 
que chamaremos a seqüência de Mayer- Vietoris associada à decom- 
posição M =UUV. 

Os homomorfismos a, e 8, são definidos por a,([w]) = (lw|U], 
WIV) e Baller], ka) = en |(U NV) -elU NV). 

Por sua vez, A: H(UNV) > HrH(M) é definido assim: dada 
w E N(UNV) fechada, como 8 é sobrejetivo, existem formas w; € 
N(U) e w € A"(V), não necessariamente fechadas, tais que w = 
mm (UNV) —ws|(UNV). Então 0 = dw = do (UNV) — dos|(UNV) 
portanto dw: e dwz são (r+1)-formas em U e em V respectivamente, 
as quais são obviamente fechadas e coincidem em UNV logo definem 
conjuntamente uma forma fechada em M = U U V, cuja classe de 
cohomologia é Afw]. 


Exemplo 4. Vamos usar a sequência de Mayer-Vietoris a fim de 
calcular os grupos H'(M) quando M = R?—{p,q}, onde p = (-1,0) 
e q=(1,0). Para isso, tomaremos M = U U V com U = ((x,y) € 
M; x < 1/2} e V = {(x,y) E€ M; s > —1/2}. Evidentemente, 
U e V são homeomorfos a R? — {0}, logo seus grupos H"(U) e 
H"(V) já foram calculados no Exemplo 2. Além disso, U N V = 
f(x,y) E R?; —1/2 < x < 1/2) tem o mesmo tipo de homotopia 
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de um ponto, portanto H"(U AV) =0ser>0e H(UNV)=R. 
Como M é conexa, temos Hº(M) =R. O cálculo de H?(M) se faz 
olhando para o trecho 


H(UNVNS HAM S H’(U) 6 HV), ou seja, 0> HUM) 50, 


da sequência de Mayer-Vietoris. Da exatidão resulta que H?(M) = 
0. Para calcular HH(M), usamos o trecho 


HU) e H?(V) É HU nv) & HUM) & HU) 


e H'(V) & 0, 


(lembrando que H!(U NV) = 0), que equivale à sequência exata 


ROR RHM) SRER-O, 


na qual 8.(x, y) = x — y, logo 8, não é identicamente nulo, portanto 
é sobrejetivo. Por exatidão, o núcleo de A é todo o R, logo A é 


identicamente nulo e então a, é injetivo. Mas a, é também sobreje- 


tivo pois a última flexa é igual a zero. Assim, œx: H(M) > RƏR 


é um isomorfismo. >œ 

Resumindo: se M é o plano menos dois pontos então Hº(M) = 
R, H!(M) =R? e H"'(M)=0 ser > 2. 

A partir daí, por invariância topológica ou por tipo de homo- 


topia, se pode calcular a cohomologia de outras superfícies, como 
por exemplo aquela obtida do cilindro R x S! retirando-se dele um 


disco fechado. 


Exemplo 5. Se M é uma superfície simplesmente conexa então 
H'(M) = 0. Quando M é um aberto do espaço euclidiano, este é 
o Corolário 4, Capítulo 1 em [AR3]. No caso geral, tomamos uma 
vizinhança tubular V > M no espaço euclidiano em que M está 
contida. Então V é também simplesmente conexa pois a projeção 
m: V — M é uma equivalência homotópica. Dada w € A!(M) 
fechada, sua extensão m*w é uma forma fechada em V, portanto, 
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em virtude do corolário acima mencionado, existe f: V > R tal 
que df = r*w. Então, g = fIM é tal que w = dg. Assim, toda 
l-forma fechada em M é exata, ou seja, HM) =0. > 


Exemplo 6. Grupos de cohomologia da esfera S”. Já os conhece- 
mos quando m = 1: H?(St) = R, HS = Re H"(St) = 0 se 
r > 1. Portanto suporemos m > 2, o que nos dá logo HS") = 0. 


Usaremos uma decomposição S” = U UV, onde U e V são abertos 
contráteis e U N V tem o mesmo tipo de homotopia de S™-1, Por 
exemplo, podemos tomar U = S™ — {a} e V = S™ — {b}, com 


a = (0,...,0,1) e b = (0,...,0,—1), ou então fixar um número 
ô € (0,1) e pôr U = {x = (z1,...,£m41) E S”; my1 < ô}, 
V = {xz = (£1,..., Em4] E S”; zm > —ô}. Assim, teremos 


H"(U) = H"(V) = 0 se r > 0, H?(U) = H?(V) = R e, como 
m > 2, H(UNV) = R. Logo, o trecho abaixo da seqüência de 
Mayer-Vietoris, com r > 2, 


He HT (VS (U A V)— H” (SSH (U) o H” (V) 
pode ser escrito como 
0 = HSY 5 H" (S™) 50 


e daí resulta que H'(S”) é isomorfo a H'I(SM-1). Portanto, 
H™(9™) ~ H™H(S™71) ~ --- œ~ HHKS!) = R (onde o símbolo 
= significa “é isomorfo a”). Se, porém, tivermos r < m, daí resul- 
tará m — r + 1 > 2, logo 


H" (S™) x H= (97) yx H! (S+) = 0. 


Resumindo: H™(S™) = R para todo m > 0 e H'(S”) = 0 se 
O<r<m. D> 


Como observamos na Seção 2, os grupos de cohomologia de 
deRham de uma superfície, embora tenham sido definidos por meio 
de instrumentos do Cálculo Diferencial, são invariantes topológicos: 
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todo homeomorfismo h: M — N entre duas superfícies induz um 
isomorfismo h*: H"(N) > H"(M). Ou seja: superfícies homeomor- 
fas têm a mesma cohomologia. Segue-se daí que se m # n então 
as esferas S” e S” não são homeomorfas. Consequentemente, não 


pode haver um homeomorfismo entre espaços euclidianos R” e R” 


de dimensões diferentes m e n. De fato, se considerarmos, medi- 


ante a projeção estereográfica os espaços R™ = S” — {p} e R” = 


S” — {q} como esferas com um ponto omitido, todo homeomor- 


fismo h: R” — R” se estenderia a um homeomorfismo h: S” — 9” 
pondo-se h(p) = q e h(x) = h(x) se x £ p. 


Exemplo 7. Seja T = St x St o toro bidimensional. Por meio da 
sequência de Mayer-Vietoris, vamos determinar as dimensões dos 
espaços vetoriais HT) e HT). Para isto, tomemos T =U UV, 
onde U e V são abertos difeomorfos a cilindros, tais que U A V é 
a reunião de dois cilindros disjuntos. Lembrando que cada cilindro 
tem o mesmo tipo de homotopia de S1, vemos que a sequência exata 


H?(U) e H(v) SH(Unv) HUM S HU) e 
® H!(V) > HHUNV) 


é equivalente a 


HHT) SR? B R2 


|> 
| 


R2 


Acima temos A(z, y) = (x — y,x — y) e D(u,v) = (u — v, u — v). 

Pela exatidão, dim Zm(C)=dim M(D) = 1. Usando o Teorema 
do Núcleo e da Imagem, vemos que dim N'(C) = dimZm(B) = 
2 — dm N(B) = 2 — dmIm(A) = 2 — 1 = 1. Daí resulta que 
dim H!(T) = dim N(C) + dim Zm(C) = 1+1 = 2. Para obter a 
dimensão de H? (T), usamos a seqüência exata 


H!(U) @ HHV) & HU nV) & H?(T) > HU) 6 R? (V) 


ou seja, R? É R? > HT) > 0. Temos E(x, y) = (£ — y, x — y), 
logo dim Zm(E) = 1 = dim N(A) e daí dimZm(A) = 1. 
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UNV 


Figura 1. 


Mas, pela exatidão da sequência, A é sobrejetivo, portanto Zm(A) = 
H?(T) e daí dim H?(T)=1. > 

Uma transformação linear entre dois espaços vetoriais de di- 
mensão 1, ou é um isomorfismo ou é identicamente nula. Re- 
sulta desta observação que a integração define um isomorfismo 
p: H?(T) >R, dado por y([w]) = fpw. De fato, a transformação 
linear y está bem definida, pois se |w] = [o] então w = w + da e, 
como f pda = 0, temos fpw = [.iw. Além disso, p não é iden- 
ticamente nula pois a forma elemento de área de T tem integral 
diferente de zero. Pelo Exemplo 7, temos dim H*(T) = dim R = 1, 
logo y é um isomorfismo. 

Um caso análogo é o da esfera S”. Novamente a integração 
define um isomorfismo y: H”(S”) — R, onde p([w)) = Jam. 
Podemos mesmo ir um pouco adiante e notar que a projeção radial 
f: RIO) > S”, f(x) = z /|x| é uma equivalência homotópica, 
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logo H” (RH — (01) tem a mesma dimensão de H™(9™), ou seja, 
1. Então q: H™(R®+ — (0) > R, p([u)) = fom w, é um isomor- 
fismo. 


Mais geralmente, se B C R™+! é uma bola fechada de centro 


0 então claramente R"+! — B tem o mesmo tipo de homotopia de 
Rº+1 — {0} e a aplicação é: HP(R! — B) > R, E(w] = Jow, 
é um isomorfismo, se S é qualquer esfera de centro O contida em 


R™+I— B (ou seja, de raio maior do que o de B). Não importa qual 


a esfera S” que se tome nessas condições: em virtude do Teorema 
de Stokes tem-se Jg uw = fa w pois S e S formam o bordo de uma 
cápsula esférica do tipo S x [0, 1). 


Em particular, se w € A”(R"* — B) é tal que fw = 0 para 


alguma (e portanto qualquer) esfera de centro 0 e raio maior que o 
de B então existe 8 € ATTI(RT+I — B) tal que w = dB. 
Ainda com auxílio da sequência de Mayer-Vietoris, mostraremos 


a seguir que se a superfície M é compacta então, para todo r > 0, 
o espaço vetorial H"(M) tem dimensão finita. 

Nossa argumentação se baseará na existência de coberturas aber- 
tas simples em toda superfície. 


Uma cobertura aberta M = |J A, da superfície M chama- 
AEL 
se simples quando toda interseção finita 4x N ++- N Aap, com 


A1,...,Ak E L, é contrátil. 
Começamos estabelecendo o 


Lema 1. Seja f: U — V um difeomorfismo entre os abertos U,V C 
R”. Para todo a € U, eriste r > O tal que a imagem f(B) de 
qualquer bola B = B(a;s) com 0 < s < r, é um aberto convexo. 


Demonstração: Ponhamos g = f~!: V — U, b = f(a) e con- 


sideremos a função y: V — R definida por y(y) = |g(y) — a? = 


(gly) — a, g(y) — a). Temos 3E (y) = U52-(y), glu) — a) e 


92p = 82g | T og 
Oyidy; (9) = deem (v), (y) — a) ! (e (y), dy; W) 
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Como g(b) = a, vemos que 


op ( g g ) 
H= 5), 22 (b) ). 
So e o am 


Assim, a matriz hessiana de y no ponto b é igual à matriz de Gram 


dos vetores linearmente independentes 22 (b), slan Š (b), logo é po- 
sitiva (cfr. [AL], pag. 213). Existe, portanto, uma bola B’ de centro 
b contida em V, tal que a matriz hessiana de y é positiva em todos 
os pontos de B’. Então a função y: B' > R é convexa (cfr. [AR2], 
pag. 77). Seja B = B(a;r) CU tal que f(B) C B'. Afirmamos 
que f(B) é um conjunto convexo. Com efeito, se yı = f(x1) e 
Y2 = f(x5), com z1, £2 E B,e0<t <1 então, pela convexidade de 


p em B', temos 


I9((1— Din+tyo)— a| =((1— Din+ tyo) < (1 — lan) + tyly) 
= (1 — Blg(w) — al? + tlg(y>) — al? 
1-9|zi—al)+t|xo—a|)<(1- tr tr? 


= 2, 


Portanto g((1 — ty + ty2) E B, logo (1 — ty +ty € f(B) e 
f(B) é convexo. 

Evidentemente, se 0 < s < r então f(B(a;s)) também é con- 
vexo. 


No teorema abaixo, em que M C R” é uma superfície m- 
dimensional, usamos a vizinhança tubular local V.(U). Nela, U = 
(Uo) é um aberto em M, imagem de uma parametrização q: Uo — 


M, com U, C R” aberto. Tem-se n—m campos de vetores 
vi, Un-m: U — R”, diferenciáveis, tais que, para cada y E U, 
{uily),-.-,Un-m(y)} C T M+ é uma base ortonormal. A partir daí, 
define-se uma aplicação 6: Uo x R”™™ — R”, pondo O(x,ay,..., 


an-m) = (x) + D aivi(p(x)). Fixado a = y(zo) E€ U, podemos 
i=1 


restringir suficientemente o aberto Uo > zo em R” e o número e > 0 
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de modo que ®: Uo x B(0; £) > V-(U) c R” seja um difeomorfismo, 
com &(x,0) = y(x) para todo zx € Uo. Ọ transforma isometrica- 
mente cada bola (n — m)-dimensional z x B(0; £), x E€ Uo , na bola 
normal B+(y(x);£€) C To M+. A projeção natural m: V(U) >U 
é definida por 7 = moB"!, onde mı: Uo x B(0;c) —> Uo é a 


projeção sobre o primeiro fator. Temos V:.(U) = U B-(y:e) e 
yEU 
m(B+(y;£)) = y. (Veja mais detalhes no Capítulo 4 de [AR3].) 


Teorema 2. Toda cobertura aberta de uma superfície m-dimensio- 


nal M C R” pode ser refinada por uma cobertura simples. 


Demonstração: Para cada ponto a = (£o) E M. tomemos uma 
vizinhança tubular local V.(U), com a € U e U = (Uo) contido 
em algum aberto da cobertura dada. Pelo Lema 1, existe uma bola 
n-dimensional B C Uo x B(0;£), com centro (x0,0), tal que (B) 
é convexo. Então Wo = B N (Uo x 0) é uma bola m-dimensional 
aberta, logo é difeomorfa a R”. Seja W = (Wọ). Como m(B) = 
Wo, tem-se 7(P(B)) = W. O aberto W C M contém a e é m- 
convexo, no seguinte sentido: para quaisquer y1, y E€ W et € [0,1], 
tem-se 7((1—t)y +ty2) E W. (Note que (1—t)yı +ty2 E P(B) pois 
(B) é convexo e y1, Y2 E P(B)). Sabemos que W é contrátil por 
ser difeomorfo a R” porém, mais geralmente, é fácil ver que todo 


conjunto 7-convexo é contrátil. Além disso, toda interseção finita 
de conjuntos 7-convexos é ainda um conjunto 7-convexo. (Observe 
que se U N U” Æ Ø então V(U)N V(U") = V (U N U’), onde n = 
minfe,6).) Portanto, os conjuntos W assim obtidos formam uma 
cobertura simples de M que refina a cobertura inicialmente dada. 


Teorema 3. Se a superfície M é compacta então, para todo r > 0, 
H'(M) é um espaço vetorial de dimensão finita. 


Demonstração: Por compacidade, M admite uma cobertura aber- 
ta simples finita M = U U --- U Up. O teorema será demonstrado 
por indução. Supondo-o válido para um certo valor de k, seja M = 
Ui U- --UUg+1. Escrevamos V = UU---UU,, de modo que M = 
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VU Up». Pela hipótese de indução, H'(V N Up.) tem dimensão 
finita, para todo r > 0, pois VNU a = (UNU)U-U(UNU a) 
é uma cobertura simples. A sequência de Mayer-Vietoris associada 
à decomposição M = V U U,., contém o trecho exato 


Ho (V NU) > HUM) > HW 6 HU), 


logo H"(M) tem dimensão finita, em virtude do Teorema do Núcleo 
da Imagem. 


4 Cohomologia com suportes compactos 


Dada a superfície M, para cada r > 0, indicaremos com A”(M) 
o subespaço vetorial de A”(M) cujos elementos são as r-formas 
w com suporte compacto. É claro que w € AM) > du € 
N(M), de modo que os espaços vetoriais A!(M), r > 0, cons- 
tituem um subcomplexo A:(M) de A*(M), cujos grupos de co- 
homologia re-presentaremos por HU(M). Quando M é compacta, 
tem-se H? (M) = H'(M). 

A fim de dar uma primeira indicação da diferença entre H? (M) 


e H"(M), consideraremos o caso em que M é a reta real R. 


Exemplo 8. As formas de grau zero em R são as funções dife- 


renciáveis f: R — R. Pertencem a A?(R) aquelas funções f: R — 


R, de classe C™%, que se anulam fora de um intervalo [a,b]. Um 
exemplo típico disso é a função de Cauchy f: R > R, definida por 
f(z) = e1) se 0 < g <1ef(z)=0 segr <0our> 1. 
As formas fechadas de grau zero em R são as constantes, logo a 


constante 0 é a única forma fechada de grau zero com suporte com- 
pacto. Assim, Hº(R) = 0. Na verdade, este argumento mostra 
que Hº(M) = 0 para toda superfície conexa não-compacta M ou, 


mais geralmente, para toda superfície cujas componentes conexas 


são todas não-compactas. Vejamos HI(R). Toda w € AIR) é 
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fechada. Temos w(x) = f(x)dx, onde f: R — R tem suporte com- 
pacto. Afirmamos que w é exata se, e somente se, Jor f(x)dx = 0. 
De fato, em primeiro lugar, se w = dg, onde g: R > R tem suporte 


compacto, então, tomando [a,b] D supp. g, teremos Ja Fl x)dz = 
fdg = E g'(x)x = g(b) — g(a) = 0. Reciprocamente, se tiver- 
mos fw = T f(x)dx = 0 (onde supp. f C [a,b)) então, definindo 
g: R >R por g(x So FŒ) - teremos A g(x) = O se 
Dae, paia será g(x = [2 FE) = [a f(t)dt = 0, logo 
g tem suporte compacto. a disso, am Teorema Fundamen- 


tal do Cálculo, vale g'(x) = f(x) portanto dg = w e w é exata. 
Isto mostra que a transformação linear Ao: A(R) — R, definida 


por Ag-w = Jato tem como núcleo o subespaço BI(R) das formas 
exatas com suporte compacto. Como obviamente A, não é identi- 


camente nula (e portanto é e segue-se que Ao induz um 
isomorfismo A: HI (R) >R, onde A-[w|= w. > 


O exemplo acima já mostra que a o com suportes 
compactos não é um invariante do tipo de homotopia, pois um 


espaço contrátil como R tem cohomologia H} (R) Æ 0. 

Na verdade, uma aplicação diferenciável f: M > N não induz, 
em geral, um homomorfismo f*: HI(N) > HU(M) como no caso 
da cohomologia usual pois se w é uma forma com suporte compacto 
em N não é sempre verdade que seu pullback f*w também tenha 
suporte compacto. Um exemplo disso ocorre com a aplicação de 
Euler E: R — St, definida por E(t) = (cost, sent). Se Q = —yda + 
zdy € AM(S!) é a forma elemento de ângulo em St então Q tem 
obviamente suporte compacto mas o mesmo não se dá com E*Q = 
dt em R. 

Para tratar da cohomologia com suportes compactos, as aplica- 
ções adequadas são as chamadas próprias. 


Uma aplicação contínua f: X — Y, entre subconjuntos X C 
R” e Y C R”, chama-se própria quando a imagem inversa f!(K) 


de cada subconjunto compacto K C Y é um subconjunto compacto 
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de X. Equivalentemente, f diz-se própria quando toda sequência de 
pontos x, E X sem subsequência convergente é transformada por 
f numa seqüência (f(x,)) que também não possui subsegiiência 
convergente em Y. Se X é compacto, não há sequência sem sub- 
sequência convergente em X, logo toda aplicação contínua f: X — 
Y é própria. 


Se a aplicação diferenciável f: M — N é própria e w € A(N) 
então f*w € AM) pois supp. f*w é um subconjunto fechado do 
compacto f~ !(supp.w). Portanto f induz um morfismo f*: AS(N) 
— AM), logo um homomorfismo f*: HU(N) > H:(M) em cada 
dimensão r > 0. Seg: N > P é outra aplicação diferenciável 
própria, vale (go f)* = f*og*: HI(P) > HEM). 


No que diz respeito a homotopias, não é verdade em geral que 
duas aplicações diferenciáveis próprias e homotópicas induzam o 
mesmo homomorfismo na cohomologia com suportes compactos. 


Por exemplo, f, g: R > R, definidas por f(x) = x e g(x) = —x, são 
próprias e homotópicas (pois R é contrátil) mas f*,g*: HI(R) — 
H (R) são tais que flw] = [w] e 9*[w| = —[w], logo f* Æ g*, já que 
HR) £0. 


2 


Para que se tenha f* = g*, deve-se supor que as aplicações dife- 
renciáveis f,g: M — N, além de próprias e homotópicas, sejam 
propriamente homotópicas, isto é, que a homotopia H: M x [0,1] > 
N entre f e g seja uma aplicação própria. 


Com efeito, a prova de que aplicações diferenciáveis homotópicas 
induzem o mesmo homomorfismo em cohomologia tem por base o 
Teorema 2 do Capítulo 3 em [AR3], no qual se estabelece uma 
homotopia algébrica entre f* e g*. No final daquela demonstração 
se faz uso do homomorfismo H*, induzido pela homotopia H: M > 
N entre f e g. Neste ponto, é necessário (e suficiente) supor que 
H é uma aplicação própria, ou seja, que f e g são propriamente 
homotópicas. 
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Note-se que se a homotopia H: M x [0,1] — N é própria então, 
para cada t € [0,1], a aplicação H;: M — N, onde Hi(x) = H(x,t), 
é própria. Em particular, f = Hy eg = Hı são próprias. A 
recíproca é falsa: é possível que, para todo t € [0,1], H; seja própria 
sem que H: M x [0,1] > N o seja. 


Exemplo 9. Se 0 < r < m então H? (R™) = 0. Isto é claro quando 


r = 0 pois R” não é compacto. 
Seja 0 < r <m. Dada a forma fechada w € A(R”), pelo 
Lema de Poincaré existe uma forma a € A H(RM) tal que da = 


w. O suporte de a, entretanto, pode não ser compacto. Devemos 


encontrar uma (r — 1)-forma com suporte compacto em R” cuja 
diferencial seja igual a w. 


Vejamos inicialmente o caso r = 1. Então a: R” — R é simples- 


mente uma função CS. Seja B C R” uma bola fechada de centro 


0 tal que supp.w C int. B. Como da = w se anula no conjunto 


conexo R” — B, a função a é constante, digamos com q(x) = c, 
para todo x € R” — B. Então a função 5: R™ — R, definida por 


B(x) = a(x) — c, se anula em R” — B logo tem suporte compacto 


e, além disso, dp = da = w. 

Consideremos, em seguida, o caso em que 1 < r < m. Então 
tomamos bolas fechadas B = B[0;c], B’ = B[0; 22] e C = B[0; 3e] 
tais que supp.w C int. B, e uma função f: R” — [0,1] de classe 
Cº, tal que f(B) = 0e f(R”"— C) = 1. Lembremos que da = w se 
anula fora do suporte de w, logo a restrição a|(R” — B) é fechada. 


Como R™ — B tem o mesmo tipo de homotopia de S”-! e o grau de 


aér—1 <m- 1, vemos que a é exata em R” — B, ou seja, existe 
B € ATZ(R” — B) tal que d8 = a. Então a forma y, de grau r — 1 
em R”, definida por y = a em Bey=a-d(f-6)emR” — B, 
tem suporte compacto, contido em C, pois 


x E R” -C => f(x) = 1 > q(x) = alxz)—-dp(x) = a(x)—-a(x) = 0. 


Além disso, em todos os pontos de R”, tem-se dy = da — 


dd( f - 6) = da =w. > 
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A cohomologia m-dimensional de R” com suportes compactos 


está contida no 


Teorema 4. Seja M uma superfície m-dimensional conexa e orien- 


tada (compacta ou não). A transformação linear A: H? (M) >R, 


definida por A-[w] = fyw, é um isomorfismo. 


Demonstração: Em primeiro lugar, A está bem definida pois 


l=[d=>5=w+da> | o= f w+ f da= f w 


Em segundo lugar, A não é identicamente nula. Se M é compacta, 
basta tomar w = elemento de volume para se ter fw 0. Em 
geral, um modo fácil de obter w € AP (M) com fyw # 0 consiste 
em tomar uma parametrização y: B(0;3) > U C M, uma função 
E: M > [0,1] de classe Cº com £(y(x)) = 1 se |z| < 1, E(p(x)) = 0 
se 2 < |z| < 3, £(p) = 0 se p € U e pôr w(p) = Ẹ(p)dz1 A+- A dam 
para p E€ U, w(p) = 0 quando p E€ M — U. Como dimR = 1, 
A é sobrejetiva. Resta mostrar que A é injetiva, isto é, que se 
w E AP(M) é tal que fw = 0 então existe a € APTH(M) com 
w = da. 


Consideraremos inicialmente o caso em que M = R”. Pelo 


Lema de Poincaré, existe a € A™I(R™) tal que da = w, mas o 


suporte de a pode não ser compacto. Tomamos então uma bola 
fechada B, de centro 0, contendo supp.w em seu interior. Temos 
Jam = Jpw. Seja S = ðB. Pelo Teorema de Stokes, vê-se 
que fa = Jada = faw = fełmw = 0. Como foi observado 
na Seção 3, resulta daí que a restrição de a a R” — B é exata: 
existe 8 € AT2(R” — B) tal que d8 = a|(R” — B). A partir 
daí a demonstração segue como no Exemplo 9: consideramos bo- 
las fechadas B = Bl0;cl, B’ = B[0;2e] e C = B[0; 32] tais que 
supp.a C int. B e uma função f: R” — [0,1] de classe C™%, tal que 
f(B) =0e f(R”"-C) = 1. Então definimos y € A? -1(R”) pondo 
y =a-—d(f-86)em R” — B e y = aem B. Vemos que y tem 


suporte compacto, pois se anula fora de C, e dy = da = w. 
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Vejamos agora o caso geral, em que M é qualquer superfície 
m-dimensional orientada e conexa. 

Tomamos um aberto Uọ C M difeomorfo a R” e uma forma 
wo E€ AT(M) com supp.wo C Uo e Sur wo = 1. Mostraremos então 
que toda m-forma com suporte compacto em M é cohomóloga a 
um múltiplo constante de wọ. Ou seja, dada arbitrariamente w € 
AP(M), existem k € R ea € AMI(M) tais que w = k-wo + da. 
Usando partição da unidade, vemos que basta provar isto quando 
o suporte de w está contido num aberto U C M difeomorfo a R”, 
pois toda w € A™”(M) é soma de formas deste tipo. 


Wı 


Figura 2. 


Como M é conexa, existe uma cadeia de abertos Wọ = Uo, 
Wı,..., W, = U em M, todos difeomorfos a R”, tais que W;-1 N 
W; # Ø, i = 1,...,r. Para cada um desses valores de à, tomemos 
uma forma w; E A? (M), com suporte contido em W, 4 N W;, tal 
que f mi 7 O. Resulta do que vem de ser provado acima que, 
escrevendo a ~ 8 quando a e 8 são formas cohomólogas com su- 


porte compacto, existem constantes kj,...,k, para as quais valem 
as relações 


WI ~ ki-wo, Wa ~ ko-w1, AES RC fi kr'wr, 


portanto w ~ k-wọ onde k = ky-ko- ...,kp. 

Fica assim estabelecido que dim H? (M) < 1. Mas já vimos que 
a transformação linear A: H? (M) — R, definida por Aw| = fyw, 
é sobrejetiva. Logo dim H? (M) = 1 e A é um isomorfismo. 


I 
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Resulta do Teorema 4 que se M é m-dimensional, compacta, 
orientada e conexa então uma forma w E€ A™(M) tal que fiw = 0 
é exata. 


Uma importante consegiiência do Teorema 4 é a 


Invariância da dimensão: Se as superfícies diferenciáveis M e 
N são homeomorfas então dim. M = dim. N. Em particular, se 


U CR” eV C R” são abertos homeomorfos então m = n. 


5 Recobrimentos vs cohomologia 


Sejam MeM superfícies. Uma aplicação 7: M > M chama-se 
um recobrimento quando M é conexa e todo ponto y € M possui 
uma vizinhança V cuja imagem inversa 7!(V) = U Vy é reunião 
disjunta de abertos V), cada um dos quais é aplicado por m home- 
omorficamente sobre V. 

Segue-se imediatamente da definição que todo recobrimento 
z: M > M é uma aplicação sobrejetiva. 

Chamaremos recobrimento diferenciável a uma aplicação de re- 
cobrimento 7: M > M que seja um difeomorfismo local entre as 
superfícies M e M. Ele se chamará regular quando para quaisquer 
21,12 € M com r(x1) = r(x5) existir um difeomorfismo g: M > 
M (dito um automorfismo de recobrimento) tal que mog = Te 
g(x1) = z2. Diz-se ainda que o recobrimento 7 é finito quando, 
para todo y € M, a fibra m!(y) for um conjunto finito. Neste 
caso, o conjunto G dos automorfismos de recobrimento é um grupo 
finito e, além disso, a aplicação 7: M>SM é própria, logo induz 
homomorfismos 7*: H(M) > H'(M) em: HUM) > HUM). 
(Nossa referência para estes fatos é [GFER].) 

Teorema 5. Seja m: M > M um recobrimento diferenciável, regu- 


lar e finito. Para todo r > 0, o homomorfismo induzido n*: H(M) 
> HM) é injetivo. 
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Demonstração: Indiquemos com |G| o número de elementos do 

grupo G de automorfismos do recobrimento m. Tem-se g € G se, e 

somente se, g: M > M é um homeomorfismo (portanto um difeo- 

morfismo) tal que rog = m. Se w € A”(M) é uma forma fechada 

tal que T*w = da é exata, introduzamos a forma à = ai 2 
g 


Levando em conta que g*om* = (mog)* = 7* para todo g € G, 
constatamos que 


od * ox Ra x ss; * = 
dà = fai std (da) -Sres Tere do 


Além disso, é claro que h*& = à para todo h € G. Isto se exprime 
dizendo que a forma à é invariante sob o grupo G. Em consequência 
disto, mostraremos que existe 3 € ATI(M) tal que 7*8 = à. 


Com efeito, a igualdade g*& = à significa que, para todo x € M 


e quaisquer v1,...,v,-1 € T;M, tem-se a(g(a))-(g' (x)-v,...,g'(1)- 
Ur—1) = à(x)-(v1,...,v,-1). Então definimos 3 € A”“!(M) pondo, 
para cada y = m(x) E€ M e quaisquer wı = 1(x)-vi,...,Ur1 = 
m'(2)-vr-1, Bly) (wi, -, Wr1) = &(x)-(vr,..., Ur-1). Como m'(x) : 
TM > T,M é um isomorfismo, as escolhas dos v; tais que m (xw; = 
w; são únicas. Assim, a única arbitrariedade cometida na definição 
de 8 foi a de termos escrito y = m(x) em vez de y = 7(g(x)) com 
algum g € G. (Neste momento estamos usando o fato de que o 
recobrimento é regular.) Se tivéssemos posto y = T(g(x)), como 
wi = T'(x)-v; = (nog) (x) v; = m (gls))-g' (£) vi, i= 1,...,r— 1, 
nossa definição forneceria o mesmo resultado, pois 


Bl) - (un, -,Wr-1) = A g(x)) - (g' (2) v1,- -, g'(2) ur) 


(x£) edi ass ço): 


|l 
Q: 


Assim, a forma 8 € AT HM) tal que 7*8 = à está bem definida. 
Para finalizar, mostraremos que w = d. Como 7 é um difeo- 

morfismo local, logo m'(x): TM — TM, y = q(x), é um iso- 

morfismo para todo x € M, segue-se que 7*: A”(M) > AM) é 
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injetiva (na verdade, um isomorfismo sobre as r-formas invariantes 
em M ). Portanto, para concluir que w = df, basta mostrar que 
t*w = nº(d5), ou seja, que da = d(r*6). Mas já vimos que 7*8 = & 
e que dà = da. Logo, temos w = df. 

Assim, m*[w| = 0 em H'(M) implica lw] = 0 em H'(M) e 7* é 
injetivo. D> 
Teorema 5c. Se r: M > M é um recobrimento diferenciável, 
regular e finito entre as superfícies MeM então, para todo r > 0, 
o homomorfismo induzido 1º: H? (M) — H:(M) é injetivo. 
Demonstração: Embora A?(M) seja um subespaço vetorial de 


A”(M) e a definição de 7*: H? (M) — H:(M), e até a notação que 
usamos, seja formalmente a mesma de 7*: H(M) —> HM), não 
é verdade que o primeiro desses homomorfismos seja uma restrição 
do segundo, mesmo porque H? (M) não é um subespaço de H” (M). 

Entretanto, se revirmos, passo a passo, a demonstração do Teo- 
rema 5, perceberemos que se a r-forma w em M tiver suporte com- 
pacto e T*w = da, onde a tem suporte compacto em M, então o 
argumento lá desenvolvido nos fornece uma (r — 1)-forma 5 em M 
com suporte compacto, tal que d8 = w, o que prova o Teorema 
5C. 


Um caso particular interessante ocorre quando o recobrimento 
m:M — M tem duas folhas, isto é, a imagem inversa m™!(y) = 
{z1, £2} de cada ponto y E€ M tem dois elementos. Neste caso, 
o grupo G dos automorfismos do recobrimento 7 tem dois elemen- 
tos, a saber, a aplicação identidade id: M > M e o difeomorfismo 
g: M => M, que associa a cada ponto zı € M o outro ponto 
12 € M tal que r(x5) = 7(x1). Tem especial relevância a situação 
em que M é orientada, M é conexa e, para todo zı € M , O isomor- 
fismo g'(x1): TM — Tio M inverte orientação. Diz-se então que 
z: M > M é o recobrimento duplo orientado de M. 

Observemos que se o recobrimento 7: M > M tem duas folhas 
e M é conexa então M tem, no máximo, duas componentes conexas. 
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De fato, fixado a € M, todo ponto x € M pode ser ligado, por um 
caminho em M, ao ponto a ou a g(a). Para ver isto, tomamos um 
caminho À: [0,1] > M tal que A(O) = q(x) e A(1) = m(a). Em 
seguida consideramos o levantamento de À a partir de x, que é um 
caminho À: [0,1] — M, com M0)=vemoÃ=A. (A existência de 
À é fácil de provar e pode ser vista em [GFER], pag. 129.) Como 
T(À(1)) = A(1) = z(a), segue-se que (1) = a ou (1) = g(a). 
Teorema 6. Seja T: M > M um recobrimento duplo orientado. 
A superfície M é orientável se, e somente se, M é desconera. 
Demonstração: Se M = AUB é uma cisão não-trivial de M então 
é claro que 7 aplica cada uma das componentes conexas A e B 
difeomorficamente sobre M, logo M é orientável. Reciprocamente, 
se M admite uma orientação, seja A C M o aberto formado pelos 
pontos x € M tais que m'(x): TM — Ti(a)M preserva orientação. 
Evidentemente, g(A) = B é o conjunto dos pontos y € M tais que 
r'(y) inverte orientação. A reunião disjunta M = AU B é uma 
cisão não-trivial de M , logo M é desconexa. 


Observação: Se M é orientada e M é conexa, um recobrimento 
diferenciável de duas folhas m: M > M não é necesssariamente 
aquilo que chamamos acima de recobrimento duplo orientado. Para 
ter este nome, é necessário que o difeomorfismo sem pontos fixos 
g: M > M, tal que tog = 7, inverta orientação. Por exemplo, se 
T = St x St é o toro bidimensional então m: T > T, definido por 
T(z, w) = (22,w), é um recobrimento de duas folhas mas não é um 
recobrimento duplo orientado (nem poderia ser, pois seu domínio 
é conexo e sua imagem é orientável). Mais geralmente, pode-se 
afirmar (e é fácil provar) que se N é orientável e f: M > N é um 
difeomorfismo local então M é orientável. 


Exemplo 10. Seja P” o espaço projetivo (real) de dimensão m, 
apresentado aqui como o conjunto das matrizes (m+1) x (m+1) da 
forma [x;-x;| onde x = (14,...,Um+) E S”. (Veja [AR3], pags. 66 
e 134). A aplicação m: S” — P” definida por m(x) = [x;-2;] se 


j 
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£ = (21,...,Um+) é um difeomorfismo local tal que m(x) = 7(y) & 
y = +x, logo 7 é um recobrimento de duas folhas e a involução 
sem ponto fixo g: S” — S” tal que mog = m é simplesmente 
a aplicação antípoda g(x) = —x, a qual, como se sabe, preserva 
orientação quando m é ímpar e inverte se m é par. Portanto o 
espaço projetivo P” é orientável quando m é ímpar e, quando m é 
par, P” é não-orientável e a aplicação natural m: S” — P” é um 
recobrimento duplo orientado. Quer m seja par ou ímpar, quando 
0<r<m tem-se H'(S”) = 0 e, como m*: H'(P”") > Hr(S”) 
é injetivo, daí resulta que H”(P™) = 0. Resta calcular H™(P™). 
Se m é ímpar, H”(P”) tem dimensão 1 como ocorre com qualquer 
superfície m-dimensional compacta orientável. E se m é par, tem- 
se H™(P™) = 0 como resulta do teorema seguinte. Nele se usa o 
fato de que toda superfície não-orientável possui um recobrimento 
duplo orientado. (Vide [GFER], Capítulo 6.) 


Teorema 7. Se a superfície m-dimensional conexa M é não- 
orientável então H®(M) = HP(M) = 0. 


Demonstração: Seja 7: M > M o recobrimento duplo orientado 


de M. Pelo Teorema 4 a transformação linear A: H? (M) > R, 
definida por A- [w] = fyw, é um isomorfismo. Seja g: M —> M o 
difeomorfismo sem pontos fixos tal que rog = m: M — M. Para 


toda w € A? (M), como g inverte orientação, temos 


Amt) = f w= f paus- f u= -Art 


logo Ar*|w] = 0 e, como A é injetiva, 7*[w] = 0. Mas, pelo Teorema 
5, mw) = 0 > [w] = 0. Então H}? (M) = 0. Isto inclui H”(M) = 0 
se M for compacta. Caso M seja não-compacta, o mesmo se dá 
com M. Então, pelo Teorema de Dualidade de Poincaré, que será 
provado logo mais, temos H™(M) = [H?(M)]" = 0 e, pelo Teorema 
5, concluímos que H™”(M)=0. > 


Exemplo 11. Sejam M C R”! uma hiperfície conexa não- 


orientável (necessariamente não-fechada) e V2-(M) uma vizinhança 
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tubular. O bordo M da vizinhança tubular fechada V.[M] é uma 
hiperfície orientável (como ocorre com o bordo de toda superfície 


(m+ 1)-dimensional em R™”+!). A projeção 7: M > M é um reco- 
brimento de duas folhas pois é um difeomorfismo local e, para cada 
y € M, m™t(y) consiste nos dois extremos do segmento B-[y:c(y)] 
(bola normal unidimensional). Além disso, M é conexa porque, do 
contrário, teria duas componentes, cada uma das quais seria apli- 
cada difeomorficamente por 7 sobre M, e então M seria orientável. 
Segue-se do Teorema 6 que 7: M > M é um recobrimento duplo 
orientado. 


6 O Teorema de Jordan-Brouwer topo- 
lógico 


Foi provado no Capítulo 4 de [AR3] que se a hiperfície dife- 
renciável M é um subconjunto fechado conexo do espaço euclidiano 


R” então seu complemento R” — M tem duas componentes conexas, 


das quais M é a fronteira comum. O teorema original de Jordan, de 
onde provém este resultado, diz respeito, entretanto, ao que hoje se 
chama uma curva de Jordan, que é a imagem C da circunferência 


unitária S! por um homeomorfismo (de classe Cº) h: St > C C R?. 
Vamos agora eliminar a hipótese de diferenciabilidade, provando 
que o Teorema de Jordan (generalizado por Brouwer) vale para todo 


conjunto conexo fechado F C R” que seja imagem da esfera S7-1 


(ou, mais geralmente, de uma hiperfície diferenciável M C IR”) por 


um homeomorfismo. 


Começamos indagando se os complementos R” — F; eR” — F> 


de dois conjuntos fechados homeomorfos Fi, Fo C R” são ainda 


homeomorfos. Um exemplo simples mostra que não. 


Exemplo 12. Sejam F} e F> conjuntos fechados do plano, ambos 
formados pela reunião de duas circunferências disjuntas. Só que em 
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F, essas circunferências são concêntricas e em F» elas são exteriores 
uma à outra. Evidentemente, HF, e F são homeomorfos mas seus 


complementos R? — F, e R? — F, nem ao menos têm o mesmo tipo 


O Qç 


F 


Figura 3. 


de homotopia. De fato, R? — F, tem o tipo de homotopia de um 


ponto mais duas circunferências disjuntas, enquanto que R? — F, 
tem o tipo de homotopia de dois pontos mais o algarismo 8. >œ 


O ES 


Gi 


Figura 4. Gi, e Gs têm respectivamente os mesmos tipos 
de homotopia que R? — F} e R? — F>. 


Neste exemplo, embora os tipos de homotopia sejam diferentes, 


vemos que R? — F, e R?— F, têm os mesmos grupos de cohomologia, 


que são isomorfos a R? em dimensão 0, a R? em dimensão 1 e são 


nulos em dimensão > 2. 
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Nosso objetivo é provar que isto vale em geral: se os fechados 


Fi, F} C R” são homeomorfos então H"(R” — F,) é isomorfo a 
H'(R” — F) para todo r > 0. 

Este fato resultará dos dois lemas seguintes. No Lema 2, con- 
sideramos R$” = R” x R”. No Lema3,R"t! = R” xR e F c R” 
é identificado com F x 0 C RH. 


Lema 2. Se os conjuntos fechados Fi, Fz C R™® são homeomorfos 
então R?™ — (F; x 0) e R?™ — (0 x F>) são homeomorfos. 


Demonstração: Sejam y: Fı > F> e y: Fa > F, homeomorfis- 


mos, inversos um do outro. Pelo Teorema de Extensão de Tietze 


([ETG], Cap10), existem aplicações contínuas SW: R” >R” tais 
que |F; = y e Y|F = 1). Definamos as aplicações h, k: R?™ — 
R?™ pondo 


(x,y) = (x,y — D(x)), (x,y) = (x — V(y),y). 


Rm 


Vemos que h e k são homeomorfismos, cujos inversos h71, kr” 1: 


R?™ são dados por 


ho (a,y) = (2,y+ (x) e k(2,9) = (x+ V(y),y). 


Afirmamos que o homeomorfismo koh-!: RM" — RM transforma 
F; x0 em 0x Fz. De fato, se x € F, então (x) = y(x) € F5, logo 


k(h™(z,0)) = k(x, p(x)) = (2—U(o(x)), plx)) = (0, p(x)) € 0x F32. 


Analogamente se vê que (koh!) “* transforma 0x Fo em F; x0, logo 
o homeomorfismo koh”!: Rê” — R?™ transforma R?™ — ( F x 0) em 
Rm = (0 X F>). 


Lema 3. Se F C R” é fechado então, para todo r > 0, tem-se 
H" (R® — F) ~ H"H! (R+ — F). Quando r = 0, existe uma trans- 
formação linear sobrejetiva H?(R® — F) > H!H(R™®+! — F) cujo 


núcleo tem dimensão 1. 
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Demonstração: Sejam 


U = {(x,t) €] 
V= {(z,t) €l 
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RL sréFot>0) e 
RL œ éF out< 0}. 


Então identificamos U U V = R™+! — (F x 0) com R”+! — F ẹ 
observamos que U N V = [R” — F] x 


homotopia de 


R 
À 


Ro, 


RM 


R tem o mesmo tipo de 


> 


>R” 


Figura 5. 


Consideremos o seguinte trecho da seqüência de Mayer-Vietoris: 


H" (U)SH"(V)—> H" (UAV) & H"H (UUV) > H"+(U)e H+ (V). 


Como U e V são contráteis, os extremos da seqüência acima são 


nulos quando r > 0, logo A é um isomorfismo: H'(R” — F) = 
H"+!( RMH F). 


Quando r = 0, a seqüência exata acima se escreve 


H? (U) © H?(V) > H?(U n V) & HU U V) > H'(U) e H'(V). 


Levando em conta que U, V são contráteis, que H(U NV) = 


HR” — F) e H!(U U V) = HM 


RO 


R 2 HH 


E” Fr) 2 HM 


RNA Er 


F), ela se reduz a 


RP — F) — 0. 
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Lembremos que H? (M) é o conjunto das funções que são constantes 


em cada componente conexa de M, logo Hº(M) = R se M é conexa. 


Assim, a transformação linear A leva cada par (x,y) ERER na 


função constante A(x,y) = x — y em R” — F. A imagem de A 


(ou seja, o núcleo de A) tem portanto dimensão 1. Além disso, 
A é sobrejetivo pois a última seta da sequência é a transformação 


nula. 


Teorema 8. Se os conjuntos fechados F,, Fo CR” são homeomor- 
fos então, para todo r > 0, os grupos H'(R” — F) e HR” — F>) 
são isomorfos. 


Demonstração: Consideremos as três transformações lineares 


H" (R” — Fi) > HR” — F) > HR" — Fo) > H" (R” — F>). 


Se r > 0, todas elas são isomorfismos: a primeira e a terceira por m 
repetidas aplicações do Lema 2 e a segunda por ser induzida pelo 
homeomorfismo entre R” — MF eR” — Fp. Logo H"(R™ — F,) e 


H'(R” — F>) são isomorfos. Novamente o uso do Lema 2, no caso 


r = 0, leva a transformações lineares sobrejetivas Hº(R” — F) > 
H™® (R? — F) e H? (R™® — F>) — H” (R?”— F5), ambas com núcleos 
unidimensionais. Como R” — F, e R?” — F, são homeomorfos, 
segue-se que Hº(R” — F,) é isomorfo a Hº(R” — F>). 


Segue-se do Teorema 8 que se B é uma bola fechada em R”, com 
m > 2, e f: B — X é um homeomorfismo sobre um subconjunto 
X C R” então R” — X é conexo. 


Teorema 9 (Jordan-Brouwer.) Sejam M, X CR” conjuntos fecha- 


dos homeomorfos. Se M é uma hiperfície diferenciável coneza 
então: 


1) R” — X tem duas componentes conexas; 


2) O complemento R” — Y de todo conjunto fechado Y pro- 


priamente contido em X é conexo; 


3) X éa fronteira de ambas componentes conexas de R™® — X. 
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Figura 6. 


Demonstração: 1) Segundo o Teorema 9 e o Apêndice do Capítulo 


4 de [AR3], R” — M tem duas componentes conexas, logo 


HR” — M) = Rº. Pelo Teorema 6 acima, segue-se que 
HR” — X) = Rº, logo R” — X tem duas componentes também. 


2) Seja Yọ C M o subconjunto fechado que corresponde a Y 
pelo homeomorfismo entre M e X. Se A e B são as componentes 
conexas de R™ — M então, como AC AU(M —-Y) CAUM = A, 
resulta do Teorema 25, Capítulo 1 de [AR2] que A U (M — Yo) e 
(analogamente) BU (M — Yo) são conexos. Pelo mesmo teorema, 
R” — Y = [AU (M — Yọ)] U [BU (M — %)] é conexo. Segue-se do 
Teorema 6 que R” — Y é conexo. 


3) Seja R” — X = P UQ a expressão de R™ — X como reunião 


de suas componentes conexas. Como P e Q são abertos, nenhum 
ponto de um deles pode pertencer à fronteira de qualquer dos dois, 
logo fr. P U fr.Q C X. Mostraremos então que X cfr.PNfr.Qe 
daí resultará que X = fr. P = fr. Q. Dado arbitrariamente z € X, 
seja W C R” um aberto contendo x. Veremos que W deve conter 
pontos de P e Q. Para isto, tomemos p € Peq E€ Q. Sem perda de 
generalidade, podemos admitir que W não contém X, de modo que, 
pondo V = WNX, o fechado X—V é um subconjunto próprio de X 


e então o aberto R” —(X—V) = (R” — X)JUV é conexo, logo conexo 


i 
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por caminhos. Seja y: [0,1] > (R” — X) U V um caminho ligando 
pa q. PondoT = (y(t); t € [0, 1]}, vemos que Ø £L7NX =TnV, 
logo TNV é um compacto não-vazio. Seja tọ o menor valor de t tal 
que y(t) E V. Então y([0,to)) C P e y(to) € V C W. Para todos 
os valores de t suficientemente próximos de to tem-se y(t) € WAP, 
logo x pertence à fronteira de P. Analogamente se mostra que x 


pertence à fronteira de Q. 


Exemplo 13. Na Figura 7, o conjunto X = C U I U J é formado 
pela circunferência C mais dois pequenos segmentos de reta I, J, 
um apontando para dentro e outro para fora de C. X é conexo e 


R? — X tem duas componentes conexas: uma com fronteira CUT 
e outra com fronteira CU J. >œ 


X=CUIUJ 


C 


Figura 7. 


Este exemplo é possível porque há subconjuntos próprios de X, 
como por exemplo C, tais que R? — C não é conexo, coisa que não 
acontece quando X é homeomorfo a uma hiperfície fechada. 


O teorema seguinte é um resultado clássico, que será provado 
como conseqüência direta do Teorema de Jordan-Brouwer. 


Teorema 10 (Invariância dos abertos.) Se o conjunto X CR” é 


homeomorfo a um aberto U C R” então X é aberto. 
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Demonstração: Seja f: U — X um homeomorfismo. O aberto U 
pode ser expresso como reunião de bolas abertas B tais que B CU, 
logo f aplica B homeomorficamente sobre f(B). Basta então provar 


que a imagem f(B) de cada uma delas é um aberto em R”. Isto é 
óbvio quando m = 1. Caso sejam > 2 ea esfera S é o bordo de B 
então B = BUS, logo R” = f(B) U f(S)U [R” — f(B)], reunião 
disjunta de conjuntos conexos. (V. Teorema 8.) Logo R” — f(S) = 


f(B)U[R™ — f(B)]. Por outro lado, o Teorema de Jordan-Brouwer 
nos dá R” — f(S) = A, U As, como reunião de duas componentes 


conexas (abertas). Comparando as duas expressões 


R” HS) =HBJUR"-SD)] e R” -— (8) =A UA, 


vemos que cada um dos conjuntos f (B) e R” — f (B), sendo conexo, 


está contido numa das componentes Aı, A2. Deve-se ter então, 


digamos f(B) C Aı e R™”—f(B) C A. Como f(BJU[R”— f(B)| = 


A, U As, segue-se que f(B) = A, e R” — f(B) = A. Portanto 
f(B) é aberto. 


Corolário 1. Seja f: U > R” contínua e injetiva no aberto U C 


R”. Se o interior de f(U) não for vazio então m = n e f é um 
homeomorfismo de U sobre o aberto f(U). 

Com efeito, tomando Z = int. f(U) e W = f(Z) obtere- 
mos, por restrição, uma bijeção contínua f: W — Z entre os aber- 
tos W C R” e Z C R”. Ora, W é reunião enumerável de bolas 
fechadas, cada uma das quais é aplicada homeomorficamente por 


f sobre um subconjunto compacto de Z. Pelo Teorema de Baire 
([EM], pags. 190 e 191), pelo menos um desses compactos tem in- 
terior não-vazio. Chamando de Z° esse interior e W° sua imagem 
inversa obtemos, por restrição, um homeomorfismo f: W° — Zº 
entre o aberto W° C R” e o aberto Z° C R”. Pela invariância da 


dimensão, tem-se m = n. Pelo Teorema 10, para cada bola fechada 
B C U, a imagem f(B) é aberta. Logo f é um homeomorfismo de 
U sobre f(U) e f(U) é aberto. 
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A propósito do Corolário 1, é bem sabido, a partir do conhecido 
exemplo da curva de Peano ([EM], pag. 230), que uma aplicação 


contínua pode transformar um aberto U C R™ sobre um aberto 


V C R” mesmo com m < n. O corolário acima assegura que uma 


tal aplicação não pode ser injetiva. 


7 O Teorema de Dualidade de Poincaré 


Em sua versão mais popular, o Teorema de Dualidade de Poinca- 
ré estabelece uma simetria entre os números de Betti 6, = dim HM) 
(r=0,1,...,m) de uma superfície compacta orientável m-dimensio- 
nal M, expressa pelas igualdades 5, = Om-r. Trata-se de um 
dos resultados mais tradicionais da Topologia. A fim de prová-lo 
também no caso em que M não é compacta, utilizaremos a coho- 
mologia com suportes compactos, à qual estenderemos a sequência 
de Mayer-Vietoris. 

Uma forma diferencial w na superfície M pode ter suporte com- 
pacto sem que sua restrição a um aberto U C M tenha ainda essa 
propriedade. Por isso, a sequência de Mayer-Vietoris associada a 
uma decomposição M = UUV deve ser modificada no caso da coho- 
mologia com suportes compactos. Em vez de restrição, considera-se 
a extensão a zero. 

Seja w € A!(U) uma r-forma com suporte compacto no aberto 
U C M. Sua extensão a zero em M é a r-forma wm E A(M) que 
coincide com w em U e é identicamente nula em M—U. Como w 
já era nula desde uma distância positiva da fronteira de U, a forma 
wm é de classe C% em M, da mesma maneira como w era em U. 

Assim, dada uma decomposição M = U U V da superfície M 
como reunião dos abertos U, V, somos conduzidos à sequência exata 
curta: 


(*) 0 > A(U NV) SAD SA (V) É AUM) => 0, 
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na qual a(w) = (wy,wv) e Bly, Y) = Ym — bm onde, conforme 
a notação acima estabelecida, wy, wy, Ym e bm indicam as ex- 
tensões a zero das formas w, y e 1) nos novos domínios U, Ve M 
respectivamente. 

Nesta sequência, é claro que a e 5 são morfismos, isto é, a(dw) = 
d(a(w)) e S(dw) = d(B(w)). É também claro que a é injetivo e que 
sua imagem coincide com o núcleo de 5. Para mostrar que (*) é, de 
fato, uma sequência exata, resta provar que 5 é sobrejetivo. Ora, 
dada w € A(M), seja v + êv = 1 uma partição diferenciável da 
unidade subordinada à cobertura M = UUV. Definamos as formas 
p E AU) e Y E AV) pondo p = (Sy-w)JU e Y = —(&y -w)|V. 
Então, como os suportes de éy e éy são compactos contidos em U 
e V respectivamente, vemos que y e Y% têm suportes compactos. É 
claro que (y, Y) = w, portanto 8 é sobrejetivo e a sequência (*) é 
exata. 

Daí obtemos a sequência exata de cohomologia 


Ss HE (UNV) SS H (UJS H! (V) É HUM) 2 HH (UNV)>.-- 


chamada a segiência de Magyer-Vietoris com suportes compactos 
associada à decomposição M = UUV. 

Nela, os homomorfismos a, e 5, são induzidos de modo natural 
pelos morfismos a, 8. O homomorfismo A opera do seguinte modo: 

Dada |w] e HI(M), como o morfismo 8 na sequência (*) é 
sobrejetivo, existem formas y € A!(U) ey € A!(V) que, quando 
estendidas a zero em M, cumprem pm — bm =w. Em UAV tem-se 
Ym = Y e Ym = Y. Como w é fechada, vale O = dw = dy — dy em 
todos os pontos de UNV, ou seja, do(UNV) = dy|(UNV). Então 
Afw] = i*ldym] = “*[dbm], onde i: UN V > M é a aplicação de 
inclusão, portanto i*: H(M) > H'(U NV) é a restrição. 

Notemos que p|(UNV) e vl(U NV) não têm necessariamente 
suportes compactos, logo dy = dy pode não ser exata em U N V. 
Por outro lado, dy tem suporte compacto, contido em U N V, pois 
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em U-V temos 0 = dw = dy — dp = dy porque supp. Y C 
V. Analogamente, supp. dọ é compacto, contido em U N V. Isto 
confirma que a definição de A é legítima. 

Considerando, a partir da seqüência de Mayer-Vietoris, os espaços 
vetoriais duais e as transformações lineares adjuntas aT, BT e AT, 
obtemos a seqüência 


UNV E O ST 
a oa E Ve 


a qual também é exata, pelo Teorema 2 do Capítulo I. (Estamos 
designando por aT e 8T as transformações lineares adjuntas de a, 
e Bx respectivamente.) 

A demonstração do Teorema de Dualidade de Poincaré se baseia 
num morfismo de seqüências exatas que liga a seqüência de coho- 
mologia de uma superfície orientada a esta seqüência de espaços 
vetoriais duais dos espaços H? (M), H'(U NV) etc., conforme ve- 
remos a seguir. 

Seja M uma superfície m-dimensional orientada. A aplicação 
de dualidade de Poincaré é a transformação linear 


Du: H (M) > HTM) 


que associa a cada [a] € HM) o funcional linear D mla] € HM), 
definido por 


MERE fans [9] € HP-"(M), 0< r < m. 


Teorema de Dualidade de Poincaré. Para todo r = 0,1,...,m, 
Dm é um isomorfismo. 


A demonstração faz uso dos três lemas abaixo. 
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Lema 4. Se M =UUV, ondeUV C M são abertos, o diagrama 
abaixo é comutativo. 


ERA) & HO HV) Dao FE tado Ba ® E bn O 


s] |- 


HU NV) e He—H(U n V)* 
+A | lar 
H(M) —, HEM) 


a) |- 


H(U)e H'(V) ——> HU) e HrT(V) 


Dv6-Dy 
Bl E 
H(UNV) E H”—(U n V)* 
unv 


Neste diagrama, +A significa (—1)" A. 
(Verificação a cargo do leitor.) 


Lema 5. Seja B uma base da topologia de M tal que U,V € B => 
UNV €B. Se Dy: H(U) > HP"(U)* é um isomorfismo para 
todo U € B então Du: H(M) > HP (M)* é um isomorfismo. 
Demonstração: Em três etapas, A, Be C: 

A. Seja B' o conjunto das uniões finitas de elementos de B. 
Note-se que WZ € B' > WNZ e B'. Pelo Lema dos Cinco, 
segue-se do Lema 4 que se Dy, Dy e Duny são isomorfismos, o 
mesmo ocorre com Dvyuv. Então Dw é um isomorfismo para todo 
Wep. 

B. Se M = |]J M, é reunião disjunta de abertos não-vazios e 
cada Dm, é um isomorfismo então Dm é um isomorfismo. Com 
efeito, temos H'(M) = J [ H"(M;) e HH(M) = GB HIM), logo 

À A 


H(M)* =] | HU(M,)*. Como Dyu(x))= (Dm, z), a afirmação 
segue-se. À 
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C. A superfície M pode ser expressa como reunião enumerável 
M = |] V; de abertos V; € B' tais que V; N Vi}; = Ø se j > 2. 

Para provar C, tomamos uma exaustão M = |J K;, i € N, onde 
cada K; é compacto e K; C int. Kıyı (cfr. [AR3], Cap.4, Lema 
3). Definimos os abertos V; indutivamente. VW, é a reunião dos 
elementos de uma cobertura finita de K, por abertos pertencentes 
a B, escolhidos de modo a termos Kı CW CV, C int. Ka. Por 
sua vez, V> é a reunião dos conjuntos de uma cobertura finita do 
compacto Kə — int. Kı por abertos pertencentes a B, tomados de 
modo que se tenha Və C int. K3. Para i > 3, V; é a reunião dos 
conjuntos de uma cobertura finita do compacto K; — int. K,.4 por 
abertos pertencentes a B, escolhidos de modo a ter-se V; C int. Km 
e VAV; = Ø. 

Uma vez provadas A, B e C, consideramos as reuniões disjuntas 
U = (] Vae V = U Vzi-1 . Temos M = UUV e UAV = U(ViOV;+1). 
Então Dy , Dy e Dunv são isomorfismos. (Note que UNV também 
é reunião disjunta e V; A V;,1 pertence a B'.) Segue-se do Lema dos 


Cinco que Dm = Dyuvy é um isomorfismo. Isto prova o Lema 5. 


Lema 6. Se M = R” então Dm é um isomorfismo. 


Demonstração: Quando O < r < m, sabemos que H'(R”) = 
0 = HT T(R”)*. Sabemos também que Hº(R”) ~ R ~ H?” (R™)*. 
Basta portanto verificar que a transformação linear Dgm: HR”) — 


HP (R”)* não é identicamente nula. Ora, se £: R” — R é qualquer 
função diferenciável com suporte compacto e integral diferente de 
zero, pondo w = E(x)dx, A --- Adzm temos Dam [1]-[w| = Sia w + 0. 


Segue-se do Lema 5 que se M C R” é um subconjunto aberto 


então Dm é um isomorfismo. Basta tomar em M uma base 6 
formada por blocos retangulares abertos com arestas paralelas aos 
eixos. A interseção de dois desses blocos ainda é um deles e, para 


cada U € B, Dy é um isomorfismo pois U é difeomorfo a R”. Logo 


Dm é um isomorfismo. 
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Finalmente, seja M uma superfície orientável qualquer de di- 
mensão m. Consideremos a base B de M formada por conjuntos 
difeomorfos a abertos de R”. Se U,V € B então U A V e Be cada 
Dy é um isomorfismo. 


Corolário 2. Se M ém-dimensional, coneza e não-compacta então 
H™®”(M)=0. 

Com efeito, neste caso tem-se H?(M) = 0, logo H™(M) = 0 
quando M é orientável, em virtude do Teorema de Dualidade de 


Poincaré. O caso não-orientável já foi tratado no Teorema 7. 
Corolário 3. Se uma superfície compacta orientável M tem di- 
mensão ímpar, sua característica de Euler é igual a zero. 
Com efeito, sendo m ímpar, a característica de Euler x(M) tem 
o valor 
x(M) = bo — bı + b2 — -+ - — Bm-2 + Bm — Bm 
= bo — bı + b2 — -+ — b2 + bı — bo =0, 


levando em conta que 5, = Bm-r - 


8 O grau de uma aplicação 


Sejam M, N superfícies conexas, orientadas, de mesma dimensão 
me f: M — N uma aplicação própria, a qual induz uma trans- 
formação linear f*: HP(N) > HU(M). Sabemos que, quando M 
é conexa e orientada, a integração de formas com suporte compacto 
determina isomorfismos q: H? (M) > R, y: HP(N) > R, onde 
plla)) = fua e yi8] = fy 8. Por composição, obtemos a trans- 
formação linear T = yof*oy!:R — R e o diagrama comutativo 


abaixo: ; 
HP(N) É HP(M) 
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Como ocorre com toda transformação linear de Rem R, T 


é a multiplicação por um número real gr(f), chamado o grau da 
aplicação f. A igualdade po f* = Toy significa que 


A f*w = gr(f)- | w, para toda w € A? (N). 
M N 


Interpretando f*w como a expressão de w após a mudança de 
variáveis dada por f, a igualdade acima apresenta-se como uma 
generalização do Teorema da Mudança de Variáveis para integrais 
múltiplas. 


O grau é um invariante que desempenha papel crucial em Análi- 
se, Geometria etc. A seguir, veremos algumas de suas propriedades 
básicas. Antes, uma aplicação interessante à Topologia. Uma apre- 
sentação detalhada da teoria do grau, sem uso de cohomologia, pode 
ser vista em [CA2]. 


Teorema 11. Sejam M, N superfícies compactas conexas, ori- 
entadas, de mesma dimensão. Se a aplicação f: M — N tem 
grau £ O então, para todo r > 0, a transformação linear induzida 
f*: H (N) — H" (M) é injetiva. 


Demonstração: Seja 0 # [a] € H'(N). Devemos mostrar que 
0 Æ f*[a] € H(M). Pelo Teorema de Dualidade de Poincaré, o 
funcional linear Dya] € H”""(N)* é não-nulo, logo existe |6] € 
H™="(N) tal que fya ^8 = Dyl0]-[8] # 0. Então 


Dylfokf'B] = s f'anf'B = A F(0n8) = gr(f): /, an8 #0, 


portanto |f*a] # 0. 
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D 
M 


Figura 8. Colando duas cópias do disco aberto perfurado D ao 
longo da parte hachurada, obtém-se a superfície M, de gênero 2. 


Exemplo 14. Seja M uma superfície bidimensional compacta, 
conexa, orientada, de gênero g > 0 (esfera com g asas). É claro 
que H(M) = HM) = R. Além disso, H(M) = R”, como se 
pode ver por Mayer-Vietoris, escrevendo M = U U V, onde U e V 


são difeomorfos a um disco aberto, do qual se omitiram g discos 
fechados disjuntos, e U N V é a reunião de g+ 1 anéis disjuntos. 
Então toda aplicação contínua f: S? — M tem grau zero, pois 
(Se =, 

O teorema seguinte resume as propriedades básicas do grau. 
Nele, as superfícies são conexas, orientadas, todas de mesma, di- 
mensão m, e as aplicação são próprias. 


Teorema 12. (i) Se f,g: M > N são propriamente homotópicas 
então gr(f) = gr(g); 
(ii) Se f: M >N eg: N>P então gr(go f) = gr(g)-gr(f); 
(iii) Se gr(f) #0 então f: M > N é sobrejetiva. 
Demonstração: (i) Sendo f e g propriamente homotópicas, temos 
Ju Fo = fu 9%w para toda forma w € AP (N), logo gr(f) = gr(g). 
(ii) Seja w € A? (P) tal que fpw #0. Então 


algot: f w= | uow] Prosa: fotu 
= gr(f)-gr(9) - | w, 
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logo gr(go f) = gr(g)-gr(f). 
(ii) Como f: M > N é própria, sua imagem é um conjunto 
fechado em N. Se f não fosse sobrejetiva, tomaríamos uma forma 


w € AP(N), com suporte contido no aberto não-vazio N — f(M), 
tal que fyw #0. Então f*w = 0, logo gr( f) = 0. 


Outro fato de grande relevância sobre o grau de uma aplicação 
é que ele é um número inteiro que, em muitos casos, pode ser iden- 
tificado sem grande dificuldade, graças à sua caracterização que 
mostraremos agora. 


Lembremos que o ponto y € N chama-se um valor regular de 
uma aplicação diferenciável f: M — N quando para todo x € 
f(y) a derivada f'(x): TM > T,N é sobrejetiva. Se dim. M = 
dim. N, isto significa que f'(x) é um isomorfismo para todo x € 
f'(y). Supondo M e N orientadas, diremos que o ponto x € 
fH(y) é positivo, e escreveremos e, = +1, quando o isomorfismo 
f'(x): TM > T,N preservar orientação. Se, entretanto, f'(x) 
inverter orientação, diremos que x € f"!(y) é um ponto negativo e 
escreveremos €z = —1. Supondo ainda que f seja própria, a imagem 
inversa f!(y) do valor regular y é um conjunto compacto formado 
por pontos isolados (pois, pelo Teorema da Função Inversa, f é 
injetiva na vizinhança de cada ponto x € f"!(y)) logo é finito. 


Dadas, portanto, as superfícies orientadas M, N, de mesma 
dimensão m, a aplicação diferenciável própria f: M > Neo valor 
regular y € N, definiremos o grau de f no ponto y como sendo o 
número inteiro gr (f) = >, es. 

zef! (y) 


Teorema 13. Sejam M, N superfícies conexas, orientadas, de 
mesma dimensão m. Seja ainda f: M — N uma aplicação dife- 
renciável própria. Então, para qualquer valor regular y E N de f 
tem-se gr (f) = gr(f). 
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Lema 7. Sey e N é um valor regular de f então existe uma 
vizinhança aberta V de y em N tal que FHV) = U U---UU, é 
uma reunião disjunta de abertos em M, cada um dos quais se aplica 
por f difeomorficamente sobre V. 

Demonstração do Lema 7: Sabemos que f!(y) = (m1,..., £k} 
é um conjunto finito. Pelo Teorema da Aplicação Inversa, para cada 
i= 1,...,k existe um aberto U; , com z; € U; C M, que é aplicado 
por f difeomorficamente sobre um aberto V;, com y € V; C N. A 
aplicação própria f transforma o fechado F = M~(U1U. - UU; ) num 
subconjunto fechado f(F) C N que não contém y. Seja V C M 
um aberto tal que y E V C (VLA N Vk) AO (N — f(F)). Pondo 
U; = U! N f7H(V), o Lema 7 fica demonstrado. 


Demonstração do Teorema 13: Usando a notação do Lema, 
consideremos uma forma w € A™”(M), com suporte contido em V, 
tal que f yN% = f w + 0. Sem perda de generalidade, podemos su- 
por que cada U; é conexo, logo o difeomorfismo f: U; — V preserva 
ou inverte orientação, conforme se tenha c,, = +1 ou Es, = —1. 
Segue-se que fy, f*w = Ex; > fyw. Portanto 


a: fu f ru f rum (Ea) fo 
= gr (f) f ow, 


conseqüentemente, gr( f) = gr, (f). 


Evidentemente, o Teorema 13 só tem interesse se existir em N 
algum valor regular de f. Na verdade, quase todos os pontos de 
N são valores regulares pois, em virtude do Teorema de Sard (cfr. 
[CA2], Cap 6, Seção 2), o conjunto dos valores regulares de f é 
denso em N, e até mesmo aberto quando f é própria. 


Exemplo 15. Um difeomorfismo entre superfícies conexas orien- 
tadas tem grau 1 quando preserva orientação e grau —1 quando 
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inverte. Uma transformação linear T: R” — R” tem grau 1 se 
detT > 0, grau —1 se det T < 0 e grau zero se detT = 0. A 
aplicação antípoda A: S” — S™, A(x) = —x, tem grau 1 se m é 


ímpar e grau —1 se m é par. 


Exemplo 16. (Como de praxe, identificamos o conjunto C dos 


números complexos com R2.) Se f: U — C é uma função holo- 


morfa, sua derivada f'(z): R? — R? é a transformação linear que 


consiste na multiplicação por um número complexo, também deno- 
tado por f'(z). Logo, ou f'(z) = 0 ou o determinante jacobiano 
det f'(z) é positivo. Assim, se o ponto w € C é valor regular de f 
então gr, (f) é o número de elementos em f”!(w). Consideremos, 
em particular, um polinômio p: C > C, de grau n. Sabe-se que 
lim p(z) = œ, portanto p: C — C é uma aplicação própria. Va- 
mos mostrar que seu grau topológico gr(p) também é n. Sem perda 
de generalidade, podemos admitir que p(z) = 2” + q(z), onde q é 
um polinômio de grau < n — 1. A aplicação H: Cx [0,1] >C, 
definida por H(z,t) = 2" + (1 — t)a(z), é uma homotopia própria 
entre p e o polinômio y: C > C, dado por p(z) = z”. Como, para 
todo a Æ 0 em C, a equação 2” = a tem exatamente n raízes, temos 
gr(y) =n e daí gr(p) = n. Em particular, p: C > C é sobrejetiva 
e isto prova o Teorema Fundamental da Álgebra. 


9 Cohomologia de um compacto 


Aplicar-se apenas a superfícies é uma considerável restrição que 
sofre a cohomologia de deRham. Vamos agora estendê-la nos sub- 
conjuntos compactos do espaço euclidiano, usando idéias que re- 
montam a Cech, Alexander e Spanier. 


Consideremos um subconjunto compacto K do espaço euclidi- 


ano R”. Por simplicidade, diremos às vezes apenas “vizinhança”, 


para significar um conjunto aberto em R”, contendo K. 
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Diremos que as r-formas a € A"(U) e 8 € A”(V), definidas 
em vizinhanças de K, têm o mesmo germe quando existir uma 
vizinhança W C U AV tal que a|W = |W, ou seja, quando a e 8 
coincidirem numa vizinhança menor W. 

A relação “a e 8 têm o mesmo germe” é uma equivalência no 
conjunto das 7-formas definidas em vizinhanças de K. A classe de 
equivalência à da r-forma a € A"(U) segundo esta relação chama-se 
o germe de a. 

Assim, dadas a € A"(U) e 8 € A"(V), tem-se à = b se, € 
somente se, a| W = 8|W para alguma vizinhança W C UNV. 

Diz-se que a forma a é um representante do germe à. Dados 
os germes à e 8, podemos sempre representá-los por formas a, 8 € 
A"(W), definidas na mesma vizinhança W. 

O conjunto C”(K) dos germes de r-formas definidas em vizi- 
nhanças de K é, de modo natural, um espaço vetorial relativamente 


às operações Ra (a+ 6) e cà = (c-a). cER. 

Podemos definir sem ambigüidade uma transformação linear 
dC(K) — C"+!(K) pondo dà = (daæ)“. É claro que dod = 0, 
logo temos o complexo de cocadeias 


CEA CR = N, 


Os grupos de cohomologia deste complexo, representados por 
H” (K), serão chamados os grupos de cohomologia do compacto K. 
(Quando houver necessidade de sermos mais específicos, diremos 
“cohomologia de Cech-Alexander-Spanier”.) 

Usando a terminologia introduzida na Seção 5 do Capítulo I 
(mais especificamente no Exemplo 4), vemos que C” (K) = lim A" (U) 


é o limite indutivo do sistema formado pelos espaços vetoriais A” (U), 
cujos Índices são as vizinhanças U D K, quase-ordenadas pela in- 
clusão reversa e, quando U D V D K, o homomorfismo yvy: A” (U) 
— A"(V) é a restrição. Os homomorfismos d: C'(K) — CrH(K) 
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definem o complexo de cocadeias C*(K) = lim C*(U) e as definições 
que vêm de ser dadas significam que H"(K) = H'(C*(K)) = 
= H" (limC*(U)). 

Ora, como vimos no final da Seção 5, Capítulo I, a operação 


de limite indutivo comuta com os grupos de cohomologia. Por 
conseguinte, H'(K) = lim H” (C*(U)). 


Assim, uma maneira equivalente de definir H”(K) consiste em 
considerar diretamente, para cada vizinhança U D K, os germes 
das classes de cohomologia em H”(U), duas classes [a] € H"(U) 
e [8] e H”(V) possuindo o mesmo germe quando, para alguma 
vizinhança W C U A V vale ja]|W = [6|lW. Então H'(K) é o 
conjunto dos germes das classes [a] € H”(U), U D K. 


Seja U o conjunto das vizinhanças de K. Se W CU é cofinal 
(isto é, para cada U € U existe W € W tal que K C W CU) então 
H” (K) = dim, H"(W). Noutras palavras, para obter H”(K) basta 

e 


considerar um conjunto cofinal de vizinhanças de K. 


Exemplo 17. Dado o compacto K C R”, seja, para cada k E N, 
We = {x € R”; d(x, K) < 1/k}. O conjunto W = (Wi,...,Wk,...) 
é cofinal no conjunto U de todas as vizinhanças de K, logo H”(K) = 
dim HW). (Note que W1 DW,D---DW,D...) 4< 


Consideremos o caso em que K C R” é uma superfície m- 


dimensional compacta. Na notação do exemplo acima, para todo 
k suficientemente grande, W, é a vizinhança tubular de 1/k da 
superfície K. Então, para todo s > k, a inclusão i: W, —> W; 
é uma equivalência homotópica, portanto a aplicação de restrição 
i*: H(W,) > H" (Ws) é um isomorfismo. Por sua vez, cada proje- 
ção natural r: Wg — K também é uma equivalência homotópica e 
daí 1º: H'(K) > H'(W,) é um isomorfismo, para todo k € N. Isto 
nos permite concluir que, quando o compacto K é uma superfície, 
H'(K) coincide com a cohomologia de deRham H'(K). 
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Se o compacto K está contido numa superfície M, ao definirmos 
H"(K) podemos obter o mesmo resultado considerando r-formas 


definidas em vizinhanças de K em M, em vez de abertos de R”. 
Isto se mostra observando que se pode obter um conjunto cofinal 


de vizinhanças W de K em R”, todas contidas na mesma vizinhança 
b) 


tubular V de M, tais que a projeção natural m: V > M é uma 
equivalência homotópica de cada uma dessas W sobre um aberto 
n(W) CM eos 7(W) formam um conjunto cofinal de vizinhanças 
de K em M. 

Uma conseqüência imediata desta observação é que se o com- 
pacto K está propriamente contido numa superfície m-dimensional 
M então, para todo r > m, temos H”(K) = 0 pois H'(U) = 0 
quando r > m e U C M é aberto. (Corolário 2.) 


Exemplo 18. Seja K C R? a reunião de duas circunferências 


tangentes externamente (“algarismo oito”). As vizinhanças Vk = 
{z € R?; d(z,K) < 1/k} são, para todo k € N suficientemente 
grande, homeomorfas a R? menos dois pontos, logo Hº(V,) = R, 
H" (V) = 0 se r > 1 e HKV,) = R?. (Cfr. Exemplo 4.) Além 
disso, cada aplicação de inclusão Vk}ı — V, é uma equivalência 
homotópica. Segue-se que H(K) = R, H(K) = R? e H'(K)=0 
ser>1. < 


Teorema 14. Sejam K CR”, L C R! compactos. Toda aplicação 


contínua f: K — L induz, em cada dimensão r > 0, um homo- 
morfismo fY: H'(L) > H'(K) com as seguintes propriedades: 

1) Seg: L > P é outra aplicação contínua entre compactos 
então (go f) = fog: HP) > HE) e fY = id: H(K) > 
H(K) se f =id: K> K. 

2) Se f,g: K > L são homotópicas então fY = q”. 


Demonstração: O ponto crucial é provar a existência de f”. 
Começamos usando o Teorema de Tietze [ETG, Cap. 10], segundo 


o qual existe uma aplicação contínua F: R” > Rº tal que F|K = f. 


Fixemos em R” um conjunto cofinal U de vizinhanças de K. Para 
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cada vizinhança V D L em Rê, existe U € U tal que F(U) c V. 
Definimos o homomorfismo FY: H”(L) > H” (K) pondo F” ([a]”) = 
((F|U)*[a])“, onde (F|U)*: H”(V) > H” (U) é o homomorfismo in- 
duzido pela restrição F|U: U — V. Não há dificuldade em verificar 
que esta definição de FY não depende da escolha do representante 
la] na classe [a]“. Resta, entretanto, mostrar que se G: R” > Rº 
for outra extensão contínua de f, tem-se GY = FY. Ora, dada 
V D L, existe £ > O tal que toda bola aberta de raio 2: e centro num 


ponto de L está contida em V. Como F(x) = G(x) para todo x € 
K, podemos escolher a vizinhança U D K de modo que, para todo 
x E€ U se tenha d(F(x), L) <ced(F(x),G(x)) < £. Então, para 
todo x € U, os pontos F(x), G(x) pertencem a uma bola aberta de 
raio < 2e e centro em algum ponto de L logo o segmento de reta 
|F (x), G(x)] está contido em V. Por conseguinte F, G: U > V são 
linearmente homotópicos, donde (F|U)* = (G|U)* e podemos, sem 


V 
ambigüidade, definir o homomorfismo f: H”(L) > H”(K) usando 
qualquer extensão contínua F: R” — R° da aplicação f: K > L. 


As afirmações 1) e 2) são facilmente verificadas. 


10 A seqüência exata de Cech-Alexan- 
der-Spanier 


Seja K um subconjunto compacto da superfície m-dimensional 


M cC R”. Temos a sequência exata curta 


GAM KAAM OKE 0, 


onde à é a extensão a zero e j associa a cada r-forma seu germe 
relativamente a K, ou seja j(w) = w para toda w € A”(M). (Aqui, 
estamos fazendo uso da observação feita na seção anterior, segundo 
a qual, levando em conta que K C M, para definir H” (K), podemos 
basear-nos em formas definidas em vizinhanças de K em M em vez 


de formas cujos domínios são abertos em R”.) 
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Evidentemente, i é imjetivo e joi = 0. Além disso, se w € 
A(M) é tal que j(w) = w = 0 então existe uma vizinhança U > K 
em M tal que w|U = 0, logo supp.w C M — Ke daí w = i(a), 
aEN(M-—K). 

Para completar a verificação de que a seqüência curta acima é 
exata, basta portanto mostrar que j é sobrejetivo. 

Ora, dado o germe w € C"(K), temos w € A"(U), onde U é 
uma vizinhança de K em M. sem perda de generalidade, podemos 
supor U compacto. Tomamos V, W abertos em M com K C V c 
V cW cW cU e uma função f: M — R de classe C tal que 
HV)=1e f(M —W)=0. Então a forma a = f -w € A(U) é tal 
que à = w (pois a|V = w|V) e à = j(&o), onde ay é a extensão de 


Q a zero em M — W. 

A seqüência exata curta acima dá origem à seqüência (de Čech- 
Alexander-Spanier) de cohomologia do compacto K C M, que é a 
seguinte: 


—S H(M=-K) S HUM) DS H(K) É H(M-K)— =: 


Exemplo 19. (Cohomologia do espaço projetivo complexo.) Usa- 
remos a sequência exata de um compacto a fim de mostrar que 
os grupos de cohomologia do espaço projetivo complexo CP” são 
H" (CP”) = R quando r € [0,2n] é par e H'(CP”) = 0 quando r 
é ímpar ou > 2n. Isto será feito por indução em n. Precisaremos, 


além do fato de CP” ser uma superfície compacta, conexa, ori- 
entável, de dimensão 2n, saber que CP! = $? e que CP”! c CP" 
de tal modo que CP” — CP"-1 é difeomorfo a R”. 

A igualdade CP! = S? prova nossa afirmação para n = 1. 


Admitindo sua veracidade para n — 1, começamos escrevendo a 
sequência exata do compacto CP"-!. contido na superfície CP”, 
da seguinte forma: 
«> H (CP™) > HER) > H(CP) > H(CPr!) 
= E pa R°”) Aa 


“main?” 
2009/6/1$ 
i page 72 
— 


[SEC. 10: A SEQUÊNCIA EXATA DE CECH-ALEXANDER-SPANIER 73 


Daí extraímos três seqüências exatas: 


r ímpar: 0 — H" (CP”) 50, 
r par < 2n—2: 05 H(CP)SRSO0, 
r par = 2n: 0 — R => H”(CP”) >). 


Com isto, ficam determinados os grupos H"(CP”). 

Resta agora, por completeza, dizer quem é CP” e justificar a 
validez das propriedades admitidas. 

Começamos observando que os pontos da esfera S2"+! podem 
ser vistos sob a forma z = (21,...,2n4+1), onde cada 2; € Ce 
S |z;]/2 = 1. Assim, fica claro como o grupo multiplicativo S! = 
j=1 
€ C; lu) = 1) opera sobre S2*!. para cada u € St e cada 
z = (sê E SP põe-se u- z (Us eta): 

O espaço projetivo complexo CP” é definido como o espaço das 
órbitas desta ação de S! sobre S2*1. Ou seja, CP” é o espaço 
quociente de S2"+1 pela relação de equivalência que identifica z € 
Sºrt1 com u- z para todo u € St. 

Podemos também dizer que CP” é o espaço quociente de Cr — 
{0} pela relação segundo a qual z e w são equivalentes se, e somente 
se, w = à-z, com À E€ C— {0}. Como é natural, consideramos C” C 
C"+ identificando cada z = (21,...,2n) E€ C” com (21,...,2n,0) € 
C"+1 o que nos dá CP"! c CP”. EntãoCP"-CP"-l éo conjunto 
das classes de equivalência [z] dos pontos z = (21,...,2n41) EC" 
tais que 2,41 Æ 0. A aplicação y: CP” — CPI — C”, dada por 
p(lz)) = (21/2n41,.-.,2n/2n+1) é bem definida e, na realidade, é 
um homeomorfismo, cujo inverso p"!: C” — CP” — CP" é dado 
porca aires 

Analogamente ao caso real (v [ARS], pags. 66 e 134), podemos 


considerar o espaço projetivo complexo como uma superfície com- 


pacta e conexa de dimensão 2n em R*, onde k = 4(n + 1)2. Para 


isto, basta tomar a aplicação f: S2+ — Rº*, que associa a cada 


2=(2,...,2n41) E€ ST a matriz complexa f(z) = [z; - Z;] de or- 
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dem (n+1)x (n+1). Vê-se facilmente que f(z) = f(w) & w = u-z, 
u € St, logo f induz, por passagem ao quociente, um homeomor- 
fismo entre CP” e f(9°%™+1). A orientabilidade de CP” resulta da 
igualdade H?” (CP”) = R. 

Resta mostrar que CP! = S2. Para tal, usaremos a fibração 


de Hopf, um exemplo clássico em Topologia. A fibração de Hopf 
é uma aplicaçao diferenciável sobrejetiva h: S? — 9S? que goza da 
seguinte propriedade: h(z) = h(w) se, e somente se, existe u € S! 
tal que w = u-z. Segue-se daí que S? = CPt. Falta somente definir 
h. Um modo simples e elegante de fazer isso é usando quatérnios. 
(Vide [GFER], página 84.) Sº é o conjunto (grupo multiplicativo) 
dos quatérnios de norma 1. Para cada q € Sº, pomos h(q) = 
q-i-q *, onde i é a segunda das unidades quaterniônicas 1, i, j, 
E Se is = a + bi + cj + dk, um cálculo imediato, usando a tabela 

2 = j? = k? = —], ij = —ji = k, jk = —kj = i, ki = —ik = j, 
mostra que a parte real do quatérnio h(q) = q- i- q! é zero. 


Assim, h(q) é, para todo q € S, um imaginário puro, logo pode ser 


considerado como um elemento de S2. A definição de h deixa claro 
que h(z) = h(w) & w = u. z com u € St. 

A seqüência exata de um compacto serve ainda para provar o 
Teorema de Dualidade de Alexander, como veremos agora. 

Seja K um subconjunto compacto próprio (9 £ K # M) da 
superfície m-dimensional M. Na seqüência exata 


EMS S E ITEM SEV EM aa 


façamos a hipótese H(M) = H!™!(M) = 0. Então obtemos a 
seqüência exata curta 


0— H" (K) > HTM — K) — 0 


e daí concluímos o isomorfismo H”(K) ~ HIH(M — K). 
Suponhamos, além disso, que M seja orientável. Então, pela 
Dualidade de Poincaré [H1 (M-—K)]* = H®—"-!(M—K). Toman- 
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do duais no isomorfismo anterior, resulta então que 


[H (K)* = H!M — K). 


Em particular, vemos que, para todo compacto não-vazio K C 


R”, vale o isomorfismo 


POCO = HE (RO — K) 


para0<r<m-l. 


Vejamos o que acontece quando r = m — 1. 


Como K é um subconjunto compacto de 


Levando em conta que H7!( 
que a sequência exata 


MARY E a 


R”, temos H”(K) = 0. 


R”) = 0e H”( 


R™) = R, constatamos 


R” — K) > H? (R”) > H” (K), 


contida na seqüência de Cech-Alexander-Spanier, se reduz a 


0 — HHK) > H” (R” — K) 


5SR> 0 


e daí resulta que HT (R” — K) ~ HT” !(K) & R. Tomando duais e 
usando a Dualidade de Poincaré, concluímos, finalmente, que 


HR” — K) ~ [HT HP OR. 


Isto nos dá uma versão um pouco mais geral do Teorema de 


Jordan-Brouwer, segundo a qual, se K é homeomorfo a uma hiperfí- 


cie compacta (mesmo desconexa) em R” ent 


componente conexa a mais do que K. 


ão R” — K possui uma 


Também resulta desse isomorfismo que se K é homeomorfo a 


uma superfície de dimensão < m — 1 então 


R™ — K é conexo. 


Consideremos agora o caso r = 0. 


A seqüência exata 


H? (R” — K) > H? (R”) > HH) > H} (R” — K) > H} (R”) 


76 [CAP. Il: COHOMOLOGIA DE DERHAM 


reduz-se a 


0505 H(K) > HHR” — K) > HR”). 


Sem > 1, temos HI(R”) = 0 e daí resulta que H(K) = 
Hi(R”" — K). Portanto, tomando duais e aplicando a Dualidade de 
Poincaré, vemos que 


[HE] = H" '!(R” — K) quando m>1. 


Eis uma observação que resulta deste isomorfismo: se M C R” 


é um domínio compacto conexo com fronteira regular (= superfície 
m-dimensional compacta, conexa com bordo) e OM é conexo então 
H”={M)=0. Com efeito, como 8M é conexo, vemos que [Hº(0M )|* 
= R. Resulta então do isomorfismo [Hº(0M)|* = H"(R” — 
M) &R que HR” — ƏM) = 0. Pelo Teorema de Jordan- 
Brouwer, R” — M tem duas componentes conexas, uma das quais 
éM —- ôM. Logo H™-!(M — ôM) = 0. Ora, para e > 0 su- 
ficientemente pequeno, o conjunto V = {x E R™; d(z,M) < e} 


é uma “vizinhança tubular” de M, difeomorfa a M — ôM e a 
projeção t: V — M é uma equivalência homotópica. Portanto 
HUM = HIV) = HMI(M —-0M)=0. 

A superfície M = {x € R$;1 < |z| < 2) é um domínio com- 


pacto com fronteira regular em R? mas H? (M) = R. Isto é possível 
porque M = S[0; 1] U S[0; 2] é desconexa. 

Os isomorfismos [H"(K)]]* = H" (RP — K) para 0 < r < 
m-— l, 


[HO ORA HR" — K) 
HM ~ HT HR”-K)gRsem>l, 


constituem o chamado Teorema de Dualidade de Alexander. 
O grupo [H"(K)]*, dual da cohomologia de K, coincide com o 


r-ésimo grupo de homologia de Cech de K com coeficientes em R 
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e o Teorema de Dualidade de Alexander diz, sucintamente, que a 


homologia de dimensão r de K C R” concide com a cohomologia 


de dimensão m — r — 1 do seu complemento R” — K. 


Exemplo 20. Seja X = AU BUC C R?, onde A é o intervalo 
[—1,1] do eixo y, B é o gráfico da função contínua f: (0, 1/27] —> R, 


dada por f(x) = sen(1/x), e C é um arco simples ligando os pontos 
(0, —1) e (1/27, 0) sem tocar em nenhum outro ponto de AU B. O 
conjunto X é compacto e conexo por caminhos. Além disso, dado 
qualquer € tal que O < e < 1/27, se chamarmos de B’ o gráfico da 
restrição de f ao intervalo |e, 1/27], o conjunto X'= AUB'UC é 
homeomorfo a um intervalo, logo é contrátil. Ora, todo caminho em 
X está contido em X’ para algum £ > 0. Logo X é simplesmente 


conexo. Entretanto, como mostraremos agora, tem-se H!(X )=R. 
De fato, para todo k suficientemente grande, a vizinhança Vę = 
{z € R2;d(z,X) < 1/k) é homeomorfa a R? — {0}, logo H!(V,) = 
R. Além disso, sempre que k < s, a inclusão i: V, — V, é uma 


equivalência homotópica, logo a restrição pps: H!(V;) —> HI(V,) 
é um isomorfismo e daí H!(X) = Jim H'!(V.) = R. Este simples 


exemplo ilustra o fato geral de que a cohomologia KH" (K) se adapta 
bem a conjuntos exóticos, fornecendo informações não detectadas 
por invariantes mais tradicionais como o grupo fundamental e a 
cohomologia singular. 


Exemplo 21. (A solenóide.) Seja T C R? o toro sólido padrão, 


gerado pela rotação, em torno do eixo Oz, de um disco vertical de 
raio < 1, cujo centro descreve a circunferência C = ((x,y,0) € 


R3: £? +y? = 1). Consideremos outro toro sólido T’, contido no 


interior de T, o qual é a reunião disjunta de discos de mesmo raio, 
cujos centros descrevem uma curva diferenciável fechada C”, que dá 
duas voltas em torno do eixo vertical Oz. (Ver figura.) A projeção 
de cada um dos discos acima mencionados sobre seu centro define 
equivalências homotópicas T > CeT' — C', portanto HH(T) e 
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H!(T') são espaços vetoriais de dimensão 1. Como bases desses 
espaços, tomamos as classes de cohomologia das formas fechadas 
w E N(T) ew’ € A!(T) tais que faw = 1e fyw =1. Por 
exemplo, podemos tomar w(x,y,Z) = + (==> da + ERT dy) e 
assim, para cada caminho fechado y em T a integral f w é igual ao 


número de voltas que y dá em torno do eixo Oz. Considerando a 
aplicação de inclusão à: T” — T, vemos que i o C’ é uma curva em 
T que dá duas voltas em torno do eixo Oz, portanto Sig W= D; 
Assim, o homomorfismo induzido i*: H(T) > H!(T') é tal que 
Jao w = foguv=2=2: Jow. Segue-se que i*w] = 2- [w], logo 
i*: H!(T) > HT”) é um isomorfismo. 


Figura 10. Um toro dando duas voltas dentro de outro; 
primeira etapa da construção do solenóide. 


Iterando a construção acima, obtemos uma segiiência decres- 


cente T D To D--- D Tk D... de toros sólidos tridimensionais, 


cada um deles dando duas voltas no interior do precedente. A in- 


terseção S = (| Tk chama-se uma solenóide. 
kEN 


j 
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A solenóide S é um conjunto compacto, conexo e não-vazio. 
[CA2, pags.59 e 65.| 

É claro que H(S) = R e H(S) = 0 ser > 2. A fim de 
determinar H!(S), consideramos, para cada k € N, o aberto Vp = 
int Tk. Então VD VD --- DV. D... é um conjunto cofinal de 
vizinhanças de S. (Vide [CA2], pag.50.) Cada inclusão j: Vg — Tk 
é uma equivalência homotópica, logo H!(V,) tem dimensão 1 e, 
além disso, cada aplicação de restrição HHV;) > H!(Vp+1) é um 
isomorfismo, portanto H!(S) = fim H'!(V.) tem dimensão 1. 
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Capítulo II 
Homologia Simplicial 


Veremos neste capítulo o segundo exemplo de um complexo de 
cadeias associado a um espaço topológico, a saber, o complexo sim- 
plicial. Com ele, definiremos os grupos de homologia e cohomologia 
de um poliedro e, mais geralmente, de um espaço topológico trian- 
gulável, isto é, homeomorfo a um poliedro. 

Trata-se de uma situação mais abrangente do que a cohomologia 
de 
deRham, em primeiro lugar porque toda superfície diferenciável 
é triangulável. (Vide [M].) Em segundo lugar, porque esses grupos 
(que, na realidade, são módulos) podem ser tomados com coefi- 
cientes num anel comutativo arbitrário. Poderíamos acrescentar 
ainda que disporemos de homologia, além da cohomologia, mas de- 
vemos admitir que, no capítulo anterior, a homologia ocorreu dis- 
farçada, como dual da cohomologia nos teoremas de dualidade de 
Poincaré e de Alexander. 


1 Poliedros 


Diz-se que ao, 1,...,a, em R” são pontos independentes quando 
os vetores ay — ao, 42 — dg, .-.. , @r—ao são linearmente independentes. 
80 
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Como se vê sem dificuldade, esta definição não depende da ordem 
em que os pontos foram listados inicialmente. 


Exemplo 1. Dois pontos distintos são independentes. Três 
pontos são independentes quando são não-colineares e quatro pon- 
tos independentes são pontos não-coplanares. Se {e1,...,€n} éa 
base canônica de R”, os pontos 0,e1,...,e, são independentes. O 


número máximo de pontos independentes em R” é n + 1. 


Uma combinação afim de pontos ao,a1,...,ar em R” é uma 


expressão do tipo p= oo ao + Q1 -a1 +- + Qr -ar com Qo + ay + 
---+ Qa, = 1. Se, além disso, tivermos «o > 0,04 >0,...,0, >0, 
diremos que p é uma combinação convexa dos pontos ag, a1,..., Gp. 


Um conjunto X C R” é convexo se, e somente se, toda com- 


binação convexa de elementos de X ainda pertence a X. 
O conjunto de todas as combinações convexas de um conjunto 
arbitrário X C R” é convexo. Ele é chamado a envoltória convezxa 


de X e está contido em qualquer conjunto convexo que contenha 
X. Neste sentido, a envoltória convexa de X é o menor conjunto 
convexo contendo X. Podemos descrevê-la como a interseção de 
todos os conjuntos convexos que contêm X. 


Teorema 1. Sejam ao,01,...,a, pontos de R”. As seguintes 
afirmações são equivalentes: 
(1) ao, 01,...,a, são pontos independentes; 
r r 
(2) Se as combinações afins p = X` aiai e q = > Bia; são iguais 


1=0 


então oo = Bo, 1 =. ber 
Demonstração: Supondo (1), admitamos que p = q. Fazendo as 


substituições ao =1-—-(a+---+a)eB=1-(B+--+ 6r), 
obtemos 


ao + X alai o ao) = Qo + > fila; = ao), 
1=1 1=1 


“main?” 


2009/6/16 
page 81 
— 


82 [CAP. Ill: HOMOLOGIA SIMPLICIAL 


portanto ay = 81,...,0r = Br, pois os vetores ay — a9,...,G — ao 
são linearmente independentes. Conseqgientemente ay = Bo € assim 
(1) = (2). 

Reciprocamente, supondo (2) verdadeira, admitamos por ab- 
surdo que um dos vetores a; — ao seja combinação linear dos demais, 
digamos que se tenha 


a — ao = ao(as — ao) + -+ + ar(ar — a0), 


ou seja, que a =(1-as—---—a,)ao + Q203 + -++ + Qrar . 

Os dois membros desta última igualdade nos dão duas com- 
binações afins dos pontos ao, a1,...,@rp, as quais são iguais porém 
têm coeficientes diferentes, o que contraria a hipótese (2). Portanto 
(2) = (1). 


Sejam ao, 1,...,a, pontos independentes em R”. O simplexo 

r-dimensional que tem estes pontos como vértices é o conjunto 
T 

s = (a0,01,...,G) de todas as combinações convexas p = `` aidi, 


1=0 
ou seja, é a envoltória convexa do conjunto (ao, 01,..., Qr}. 


T 

Se p = ` aca; E€ s com ao > 0,a1 È 0,...,Qr > 0, e ai + 
e+ = 1 = números Qo, Q@1,...,@, chamam-se as coordenadas 
baricêntricas do ponto p. Se todas as coordenadas baricêntricas do 
ponto p € s são positivas, diz-se que p é um ponto interior de s. O 
conjunto dos pontos interiores de s é convexo e constitui o que se 
chama um simplexo aberto. Os pontos de s que não são interiores, 
ou seja, que têm alguma coordenada baricêntrica nula, formam o 
bordo de s. 

Fixado um subconjunto (fio,ir,...,ik) C {0,1,...,r}, o sim- 
plexo (ai, Qi,---+Gi,) é chamado uma face de s. Em particu- 
lar, cada vértice de s é uma face (de dimensão zero). Para cada 
i = 0,1,...,r, a face Sa) = (00,01,:-:, 0-0) chama-se a face 
oposta ao vértice a;. 
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Observação. As denominações de ponto interior, simplexo aberto, 
etc, têm significados referentes ao simplexo e não ao espaço eucli- 


diano que o contém. Por exemplo, se a,b,c € R? são pontos não- 


colineares, p = 5a | ip | 1 


(triângulo) s = (a,b,c) mas, considerando s como subconjunto de 


c é um ponto interior do simplexo 


R3, seu interior é vazio. Do lado positivo, se ao, a1, .. . , a, são pontos 


independentes em R” e V é a variedade afim (r-dimensional) por 


eles gerada então o simplexo aberto que tem esses pontos como 
vértices é um subconjunto aberto de V e os pontos interiores do 
simplexo s = (ao, a1,..., Gr) pertencem ao interior (topológico) de 
sem V. 


Dado um conjunto convexo arbitrário C C R”, diz-se que p € C 


é um ponto extremo de C quando p não pertence a segmento de reta 
aberto algum contido em C. Por exemplo, se B é uma bola fechada 


em relação à norma euclidiana em R” e a esfera S é o bordo de B 
então todo ponto de S é um ponto extremo do conjunto convexo 
B. E claro que nenhum ponto interior a C pode ser extremo. 


Teorema 2. Os pontos extremos do simplexo s = (ao, 01,...,G) 
são os seus vértices. 


Demonstração: Em primeiro lugar, se p Z q pertencem a s, um 
ponto interior do segmento de reta [p,q] é da forma (1 —t)p+tg com 
0 <t< 1, logo nenhuma de suas coordenadas baricêntricas pode 
ser igual a 1. Portanto esse ponto não é vértice de s e assim todo 
a; é extremo. Reciprocamente, se p E€ s não é vértice de s então, 
chamando de t a face de s de menor dimensão que contém o ponto 
p, temos dimt > 0 e p pertence ao interior de t. Logo p não é um 
ponto extremo de t e, consequentemente, não é um ponto extremo 


de s. 


O teorema acima caracteriza, de forma intrínseca e unívoca, os 
vértices de um simplexo. 
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Um poliedro é um subconjunto K C R”, no qual foi especificada 


uma coleção finita de simplexos de R”, chamados os simplexos de 


K, de modo que as condições abaixo são satisfeitas: 

1) Todo ponto de K pertence a algum simplexo de K (ou seja, 
K é a reunião dos seus simplexos); 

2) Toda face de um simplexo de K é ainda um simplexo de K; 

3) Se s e t são simplexos de K então s Nt é vazio ou é uma face 
comum a s e t (e portanto é um simplexo de K). 

Por abuso de notação, escreveremos s € K quando s for um 

simplexo de K. 


Exemplo 2. O poliedro mais simples é um simplexo, juntamente 
com suas faces. Em dimensões 0, 1, 2 e 3, ele é respectivamente um 


ponto, um segmento de reta, um triângulo ou um tetraedro. < 
a a2 
ra 
ao 
a2 a 
a3 
+ do ao 
ao 


Figura 11. Simplexos de dimensões 0, 1, 2 e 3. 


Todo ponto de um poliedro K pertence ao interior de um único 
simplexo de K, a saber, o simplexo de dimensão mínima que contém 
esse ponto. Segue-se de 3) que se s e t são simplexos de K então o 
interior de s e o interior de t coincidem (se s = t) ou são disjuntos. 
Por isso, um poliedro pode também ser definido como uma reunião 
finita de simplexos abertos, dois a dois disjuntos, tais que cada face 
de um desses simplexos é ainda um deles. 

A dimensão de um poliedro é a maior dimensão de um dos seus 
simplexos. 
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Um subpoliedro do poliedro K é um poliedro L cujos simplexos 
são também simplexos de K. 

Uma aplicação f: K — L do poliedro K no poliedro L chama-se 
simplicial quando, para todo simplexo s = (ao,01,...,M) E K, as 
imagens f(ao), f(a1),..., f(a,) são vértices de um mesmo simplexo 
t € Le, além disso, para todo ponto p = Sa; - a; em s, tem-se 
fp) = >, a; Fa) Et. 

Toda aplicação simplicial f: K — L é contínua, pois K é uma 
reunião finita de conjuntos compactos (seus simplexos), restrita a 
cada um dos quais f é contínua. 

A fim de definir uma aplicação simplicial f: K — L basta es- 
pecificar a imagem f(a) de cada vértice a € K contanto que, para 
todo simplexo s = (ao,01,...,4) E K, os pontos f(ag), f(a1),..., 
f(a,.) sejam vértices (não necessariamente distintos) de um mesmo 
simplexo t € L. 

O esqueleto r-dimensional de um poliedro K é o subpoliedro 
K” formado pelos simplexos de K que têm dimensão < r. 

Por exemplo, se K é o poliedro que se resume a um único 
simplexo (n + 1)-dimensional s, com suas faces, seu esqueleto n- 
dimensional K” é o bordo do simplexo s, portanto é homeomorfo 
à esfera S”. Isto mostra que a esfera S” é um espaço triangulável, 
isto é, homeomorfa a um poliedro. Uma triangulação (homeomor- 
fismo) f: K” — S” é, por exemplo, a projeção central a partir do 
baricentro de s. 

No que se segue, ocorrerão alguns outros exemplos de espaços 
trianguláveis, os quais trataremos como poliedros, inclusive calcu- 
lando a homologia simplicial dos mesmos. Ainda neste capítulo, 
mostraremos que essa homologia não depende da triangulação con- 
siderada. 

Diz-se que os poliedros K e L são isomorfos quando existem 
aplicações simpliciais f: K — L e g: L — K tais que go f = idg 
e fog= idz. Então f e g são isomorfismos, um inverso do outro. 
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A fim de obter um isomorfismo entre os poliedros K e L, basta 
estabelecer uma bijeção entre os vértices de K e os de L, de tal modo 
que a vértices de K pertencentes ao mesmo simplexo correspondam 
vértices de L que também estão num mesmo simplexo. 

Por isso um poliedro fica determinado (a menos de um isomor- 
fismo) pelo esquema simplicial por ele definido. 

Um esquema simplicial é um conjunto finito K, cujos elemen- 
tos são chamados vértices, juntamente com uma família & de sub- 
conjuntos não-vazios de K, chamados simplexos, com as seguintes 


propriedades: 
1)K= U s; 
sed 


2) Se s E€ Ọ e t é um subconjunto não-vazio de s então t € O. 


Se s € & tem r + 1 elementos, dizemos que o simplexo s tem 
dimensão r. Se (K,9) e (L,Y) são esquemas simpliciais, uma 
aplicação f: K — L chama-se simplicial quando f(b) c Y. Um 
isomorfismo entre os esquemas K e £ é uma aplicação simplicial 
bijetiva f: K — £. (A inversa f™!t: L — K é necessariamente 
simplicial.) 

O exemplo mais imediato de um esquema simplicial é aquele 
definido por um poliedro K. Os elementos de K são os vértices de 
K e um simplexo de K é o conjunto dos vértices de um simplexo 
de K. Num certo sentido, este é o exemplo mais geral. 

Com efeito, dado o esquema simplicial K = {a1, a2, . . . , an } con- 


sideremos, no espaço euclidiano R”, a base canônica {e1,..., €n} e 
o poliedro K cujos vértices são os pontos e; e cujos simplexos são 
os s = (eig; Ci- -< , €i) tais que (a;, Q;,..., Qi, | é um simplexo de 
K. Então o esquema do poliedro K é obviamente isomorfo a K. 
Dizemos neste caso, que K é a realização geométrica do esquema 
simplicial K. 


Exemplo 3. Seja U = (U,,...,U,+ uma cobertura finita do 
espaço topológico X. (Geralmente, X é compacto e U é aberta 
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mas a definição geral não faz uso destas hipóteses.) O nervo da 
cobertura U é o esquema simplicial N(U) cujos vértices são os ele- 
mentos U; da cobertura dada e cujos simplexos são os conjuntos 
s = (Ui, Un,- --, Ui} tais que Ui NU, O -+ O Ui 9. Quando 
X é compacto e U é aberta, a realização geométrica do nervo N (U) 
é pensada como uma aproximação poliedral de X. (Tanto mais 
aproximada quanto mais fina é a cobertura M.) Este é o passo 


inicial para a definição da homologia de Cech. < 
A 

ô Ea a RES ne 
PRR E I 

| | 

| l 

> 
a B 
Figura 12. 


Exemplo 4. O toro T? pode ser pensado como o espaço quo- 
ciente de um retângulo pela relação de equivalência que identifica 
cada lado com o lado oposto mantendo as orientações. Mais ex- 
plicitamente, se o retângulo é [a, 6] x [y, ð], as identificações são 
(x,y) = (x, ô) e (a, y) = (8,9) para todo x € |a, 8] e todo y € fy, 6]. 
O esquema indicado na Figura 12 mostra uma triangulação do toro 
que o exibe como um poliedro com 9 vértices, 27 arestas (simplexos 
de dimensão 1) e 18 faces (simplexos de dimensão 2). < 


Exemplo 5. O plano projetivo P?, visto como o espaço quo- 
ciente de um disco plano pela relação de equivalência que identifica 
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cada ponto do bordo com o seu antípoda, pode ser considerado, na 
forma indicada pela Figura 13, como um poliedro com 9 vértices, 
24 arestas e 16 faces. Na verdade, a figura define com precisão um 
esquema abstrato cuja realização geométrica é um poliedro 


Figura 13. 


homeomorfo a P2. Como é uma superfície bidimensional compacta 


não-orientável, sabemos que P? não pode ser mergulhado em R3. < 


2 O complexo simplicial 


Existem (r + 1)! maneiras de ordenar os vértices de um simplexo 
de dimensão r. Consideremos equivalentes duas dessas ordenações 
quando uma delas puder ser obtida da outra por meio de uma per- 
mutação par dos r + 1 vértices. Há duas classes de equivalência 
segundo esta relação. Cada uma dessas classes chama-se uma ori- 
entação do simplexo. Orientar um simplexo é dotá-lo de uma dessas 
duas orientações possíveis. (Isto pressupõe r > 0. Ser = 0, orientar 
um ponto é apenas precedê-lo do sinal + ou do sinal —.) 
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Escreveremos s = [a0,01,...,G] para indicar o simplexo 
s = (a9,01,...,4) munido da orientação determinada pela ordem 
ao <a <--- <a. O mesmo simplexo, quando munido da outra 
orientação (chamada orientação oposta), será indicado com —s. 

Assim, por exemplo, se tomarmos no triângulo s = (a,b,c) a 
orientação s = [a,b,c], a orientação oposta será —s = [b,a,cl. 
Note que [a,b,c] = [c,a,b] = [b,c,a] = —[a,c,b] = —[b,a,c] = 
—[c,b,a]. Analogamente, as duas orientações possíveis do tetraedro 
s = (a,b,c, d} sãos = |a, b, c, de —s = |b, a, c, d]. 


a2 
a 
ao 
s = [a0, a1, a2]; S(0) = [a1, a2], sqa) = [a2, ao], s(2) = [00,01] 
Figura 14. 

Dado o simplexo orientado s = [ao, a1,..., ap], a orientação in- 
duzida por s na face so) = (a1, a2, ..-, ar}, Oposta ao vértice ao, é 
S) = [m1,42,...,Gr]. Levando em conta que [a;, do, a1,. - ., Oi, - -, Ar] 
= (—1)'s, segue-se que a orientação induzida por s na i-ésima face 

-z ~ 2 te. 1 ~ 
Sa) = Usado asa É Sa) = (1) [ao ds ai- - - ar]. 


Quando orientamos um simplexo r-dimensional, suas faces de 
dimensão r — 1 herdam as orientações induzidas. O mesmo não se 


I 
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dá com as faces de dimensão r — 2, conforme esclarece o teorema 
seguinte. 


a3 


a2 
ao 


q 
s = [ao, a1, a2, a3], (S(0)) (2) = [43,01], (s(2)) (0) = lan, as] 


Figura 15. 


Teorema 3. Num simplexo r-dimensional orientado s toda face 
(r — 2)-dimensional t pertence a duas faces de dimensão r — 1, 
as quais, com as orientações nelas induzidas por 8, induzem ori- 
entações opostas em t. 


Demonstração: Sejam s = [ao,m,... ja) et = (ao,...,Qi,..., 
dj,..., ar), com à < j. As faces (r — 1)-dimensionais de s (com as 
orientações induzidas) que contêm t são 


S(i) = (—1) ao,- .., e pa] e 


S(j) = (—1) fao,. -e3 0,000, Ajzen ; Op). 
As orientações que Su) € S), induzem em t são, respectivamente, 


(sao) E (—) ao, aios , i, HoE , j, eoori , ar] e 


(so) = (1) ao... e ar), 
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as quais são opostas uma da outra. 


O Teorema 3 é o ponto de partida para a definição do complexo 
de cadeias que associaremos a cada poliedro. Vejamos como. 

Dados o poliedro K e o anel comutativo com unidade A (anel 
dos coeficientes), consideramos, para cada inteiro r > 0,0 A- 
módulo C,(K, A), que na intimidade chamaremos de “grupo” e 
denotaremos por C;(K), salvo quando houver necessidade de ser- 
mos mais explícitos. Os elementos de C,(K), chamados cadeias 
r-dimensionais, são as combinações lineares formais x = 3 x;s; 
de simplexos r-dimensionais orientados s; E€ K, com coeficientes 
zi € A. 

Cada C,(K), r =0,1,... é um A-módulo livre: escolhendo em 
cada r-simplexo s € K uma orientação, as r-cadeias s assim obtidas 
formam uma base de C, (K). 

A fim de definir o operador-bordo 


ə: C (K) > Calk) 


basta dar o significado de ðs para cada r-simplexo orientado s. 


Poremos então ðs = J sq), onde sq) é a i-ésima face de s com 
i=0 
a orientação induzida. 


Se s = lao, QL... , Oy] então 8 (1) = —)'[ao,. Ee i, Kpy , ar]. Por- 


tanto E 


Olao, 0a,.. sa] => (—1)'[ao,...,0i,..., 04]. 
i=0 
Segue-se do Teorema 3 que 00 = 0 e, se dim K = n, a segliência 
Cine alo SOR SCI 

é um complexo de cadeias. Por completeza, pomos dx = 0 para 
toda cadeia de dimensão 0, x = ` x;a;, combinação linear dos 
vértices a; do poliedro K. Mais geralmente, se x = J` x;s; é uma 
combinação linear de r-simplexos orientados s; € K com coefi- 
cientes x; E€ 4, por definição tem-se dx = 3 x;0s;. 
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A fim de tornar mais expedito o manuseio algébrico das cadeias 
(principalmente ao tratarmos de aplicações simpliciais), vamos am- 
pliar a noção de simplexo orientado, admitindo que, ao escrevermos 
s = [ao,01,...,4,], Os pontos ao, a1,...,G sejam ainda vértices de 
um mesmo simplexo em K, porém agora sendo permitidas repeti- 
ções, ou seja, podendo-se ter a; = a; com i + j. Mas continuare- 
mos impondo que, ao se submeterem os vértices de s a uma per- 
mutação ímpar, passa-se de s a —s. Mais explicitamente: se s = 
[a9,01,..., ar] eo é uma permutação do conjunto {0, 1,..., r} então 
050), @0(1) - ++» Go(r)] = E[00,01,..., Gr], conforme a permutação o 
seja par ou ímpar. 

Em consonância com o fato de que um simplexo orientado muda 
de sinal quando seus vértices são submetidos a uma permutação 
ímpar, imporemos que seja [ao, a1,- - . , @r] = O caso se tenha a; = a; 
para algum par (i, j) com i # j. Noutras palavras, todo simplexo 
orientado degenerado (com um ou mais vértices repetidos) é igual 
a Zero. 


Observação. Seja s = [a0,m,...,a,| um simplexo orientado de- 
generado, digamos com a; = aj, i + j. Trocando as posições dos 
vértices a; e a;, sem mover os demais, deveríamos ter 


liier RR ie ses Na [ERRAR RR Ar): 


Como a; = aj, isto nos diz que $s = —s para todo simplexo de- 
generado s. Se o anel A dos coeficientes é tal que 1 + 1 Æ 0, 
concluímos que todo simplexo degenerado é nulo, sem haver neces- 
sidade de adotar este fato por definição. Ocorre, entretanto, que 
há situações relevantes em que é conveniente considerar homologia 
com coeficiente em Zə ou noutros anéis onde 1+1 = 0. Por isso foi 
necessário impor que s = 0 quando s é degenerado. 

A fim de mostrar que a definição de ð continua válida mesmo 
diante do fato de que s = 0 quando s é degenerado, é preciso provar 
que, neste caso, tem-se necessariamente Os = 0. 
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Com efeito, seja s = [a9,01,...,4,], onde a; = aj(= b) com 
0<i<j<r. Por definição, temos 


r 


08 =5 (—1ao,..., 6h... a]. 


k=0 


No somatório acima, exceto as parcelas em que k = i ou k = j, as 
demais correspondem a simplexos degenerados, logo são nulas. A 
soma reduz-se portanto a 


ðs = (—D'Tao, cos MI, Qi+1; -+ s Qj—1, b, Qj+1;+ -> , ar] 


+ (—1) [ao, cs jo; b, Gi, cc, 0G-1, 05415...) ar] =0 


pois o segundo simplexo se transforma no primeiro fazendo b dar 
j—i-— 1 saltos, após cada um dos quais há uma mudança de sinal. 
No fim, a segunda parcela aparece com o coeficiente (—1)/tI=t-1 = 
(—1)! logo anula a primeira. 

Temos assim associado a cada poliedro K e cada anel comuta- 
tivo com unidade 4, o complexo de cadeias 


ECA SCCO CAOS as 
CRIS: 


Isto nos põe em condições de utilizar o formalismo desenvolvido 
no Capítulo 1. Por exemplo, se L C K é um subpoliedro, temos a 
homologia relativa H,(K; L) com a respectiva sequência exata e, se 
K = KU K onde K, e K são subpoliedros, vale a sequência de 
Mayer-Vietoris correspondente. 

Uma aplicação simplicial f: K — L, do poliedro K no poliedro 
L, induz um morfismo do complexo de cadeias C(K) em C(L), o 
qual indicamos com o mesmo símbolo f. Para cada r > 0,0 
homomorfismo f: C(K) — C;(L) é definido, de modo natural 
pondo, para cada r-simplexo orientado s = [ao,...,ar]}, f(s) = 
[F(ao),..., f(a,)|. Isto nos dá imediatamente f(s) = 0 se f(a;) = 


j 
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f(a;) com à + j. Além dissso, vê-se facilmente que f(0s) = O f(s), 
logo f: C(K) > C(L) é, de fato, um morfismo, o qual determina, 
em cada dimensão r, o homomorfismo f.: H,(K) > H,(L), dado 
por f(l2]) = [f(2)]. Diz-se que f. é o homomorfismo induzido pela 
aplicação simplicial f: K > L. 

Se f: K — Leg: L— M são aplicações simpliciais é claro que 
gof: K — M também é simplicial e tem-se (go PD). = 9,º fe. Além 
disso, como a aplicação identidade de K — K induz o homomor- 
fismo identidade H;(K) > H,(K), segue-se que um isomorfismo de 
poliedros f: K — L induz isomorfismos f.: H(M) > H,(L) em 
todas as dimensões. 

Há ainda o complexo C*(K) formado pelos A-módulos C"(K) = 
Hom(C,(K); A) das cocadeias, cujos grupos de cohomologia H"(K) 
= H"(K; A) desempenham papel relevante no desenvolvimento da 
teoria. 


3 Primeiros exemplos de homologia sim- 
plicial 


Exemplo 6. A homologia de dimensão zero. Como o bordo de um 
vértice é zero, toda cadeia O-dimensional x = 3" x;a; no poliedro 
K é um ciclo, ou seja Co(K) = Zo(K). A fim de determinar o 
conjunto Bo(K) dos bordos de dimensão 0, suporemos inicialmente 
que o poliedro K seja conexo. Como se vê facilmente, isto equivale 
a dizer que existe um caminho de arestas em K ligando dois vértices 
quaisquer. Explicitamente: dados dois vértices arbitrários a,b € K, 
existem vértices ao = a,01,...,Gm = bem K tais que [a;1,ai;| é 
uma aresta (simplexo unidimensional) em K para i = 1,2,...,m. 
Dado o poliedro conexo K, definimos o homomorfismo In: Co( K) 
— A pondo, para cada 0-cadeia x = 3 x;a; em K, In(x) = X z. 
O elemento In(x) € A chama-se o índice de Kronecker de 0-cadeia 
x. Pois bem, a cadeia z € Co(K) é um bordo se, e somente se, seu 
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índice de Kronecker é igual a zero. 

De fato, se existir y € Ci(K) tal que dy = x então, escrevendo 
y = > yilb;, c;] temos `` x;a; = £ = dy = > yici — > yib; portanto 
In(x) = 5 y—>,y; = 0. Reciprocamente, se a O-cadeia x = 3" zia; 
é tal que In(x) = $` x; = 0 então, fixando um vértice arbitrário 
a E€ K, usamos a conexidade de K a fim de obter, para cada i, um 
caminho de arestas em K ligando a e a;, ou seja, uma 1-cadeia c; 
tal que dc; = a; — a. Então, considerando a 1-cadeia y = SJ a;c; 
vemos que dy = > tiai — es zija = Š t;a; = x, portanto x é um 
bordo. 

O caso em que o poliedro K não é conexo resulta de um fato 


mais geral: se K = |J K; é a expressão de K como reunião de 
i=1 
suas componentes conexas (cada uma das quais é um poliedro, pois 


todo simplexo é conexo) então, para todo r > 0 tem-se H,(K) = 
HL(K) 8 H,(K2) 8- -- H(K,), como se vê sem dificuldade. Em 
particular, tomando r = 0 obtemos Ho(K) = A”, onde m é o 


número de componentes de K. < 
Exemplo 7. A homologia de um cone. Quando t = (a, ao,..., ar) 
e s = (a9,...,G) é a face de t oposta ao vértice a, escrevemos 


t = axs. Sea é um vértice do poliedro K, diz-se que K é um 
cone de vértice a quando, para todo simplexo s € K que não tem 
a como vértice, t = a x s é um simplexo de K. A reunião L dos 
simplexos de K dos quais a não é vértice é um subpoliedro. Tem-se 


K = | axs, portanto é natural escrever K = ax L e dizer que L é 
sEL 
a base do cone K com vértice a. Um caso particular ocorre quando 


L é um poliedro contido numa variedade afim V C R” de dimensão 
<n-1,a¢VeK=|Jaxs. 


sEL 
Seja K um cone de vértice a. Como todo ponto de K pode ser 


ligado a a por um segmento de reta, K é conexo, logo Ho(K) = A. 
Para calcular H,(K) com r > 1, consideremos a aplicação A-linear 
ax: C (K) > Ca(K) definida pondo-se, para cada 
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s = |a0,a1,...,ar] E€ C (K), axs = |a, ao,...,ar], logo a * £ = 
X xi: axs; quando x = J` x;s;. Notemos que a *s = 0 quando a é 
um vértice do simplexo s. 

Verifica-se facilmente que, quando s € K tem dimensão > 1, 
(a xs) = s — a x ðs para todo s € K e daí (a x x) = x — a * ôx 
para toda cadeia x € C,(K). Então, se z € Z,(K) é um ciclo de 
dimensão > 1, tem-se z = (a x z). Portanto, quando r > 1, todo 
r-ciclo é um bordo, ou seja, H,(K) = 0. 

Em particular, se s é um simplexo, podemos considerá-lo como 
um cone em relação a qualquer dos seus vértices, portanto H,(s)= 0 
se r > 1e Ho(s) = A. < 


Exemplo 8. A homologia da esfera S”. Seja K o poliedro formado 
pelo simplexo s = (ag,01,...,Gn+1) € suas faces. A esfera S” é o 
esqueleto n-dimensional de K. Como K é um cone (com vértice em 
qualquer dos a;) temos H,(K) = 0 para todo r > 0 e Ho(K) = A. 
Se 0 < r < n tem-se também H,(S”) = 0 pois, para esses valores 
de r, todo ciclo z € Z.(S”) = Z, (K) é da forma z = ôx, com 
£ E Cr K) = C(S”). Resta determinar H, ,(S”). A cadeia 
z = ðs, soma de todas as n-faces de S” com as orientações induzidas 
por s, é certamente um n-ciclo em S”, o qual não é bordo pois 
não há simplexos de dimensão n + 1 em S”. Portanto [z| # 0 e 
consequentemente H,(S”) £ 0. Na verdade, [2] é um gerador de 
H,(S”) pois se tomarmos arbitrariamente um ciclo w € Z a(S”) = 
Zn(K), como H,(K) = 0, existe x € Cun(K) tal que dx = w. 
Como K tem apenas o simplexo s em dimensão n+1, temos x = as, 
a € A logo w = ôx = a - ðs = a - z. Portanto todo n-ciclo em S” 
é múltiplo de z e daí H (S”) = A. < 


Exemplo 9. A homologia do anel circular. O anel circular, subcon- 
junto compacto do plano compreendido entre duas circunferências 
concêntricas, pode ser triangulado na forma da figura abaixo e as- 
sim é identificado a um poliedro bidimensional K com 6 vértices, 
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12 arestas e 6 faces. 


Figura 16. 


Como K é conexo, temos Ho(K) = A. Para determinar Hi(K), 
consideremos um ciclo z => at € Z4(K). A soma estende-se a 
todas as arestas t de K e, para obtermos uma base de Ci(K), fi- 
xamos arbitrariamente uma orientação em cada uma dessas arestas. 
Se alguma to está situada na circunferência externa de K, ela é lado 
de um (único) triângulo s. Então, ajustando a orientação de s, ve- 
mos que 2! = z—9(x1,:8) é um ciclo homólogo a z, em cuja expressão 
2 =53º m a aresta to aparece um coeficiente 0. Repetindo este ar- 
gumento (mais duas vezes, no máximo), concluímos que todo ciclo 
z € Z1(K) é homólogo a um w € Z4(K) que é combinação linear de 
arestas, nenhuma das quais está sobre a circunferência externa de 
K. Assim, w é um ciclo do segundo poliedro da Figura 16. O mesmo 
tipo de raciocínio nos diz que w, por sua vez, é homólogo a um ciclo 
do terceiro poliedro da Figura 16, o qual é, na realidade, um ciclo 
na circunferência interna (pois, do contrário, seu bordo conteria 
pelo menos um dos vértices salientes). Se chamarmos de S! a cir- 
cunferência interna de K, vemos assim que Hi(K) = H(S) = A. 
Resta mostrar que Ho(K) = 0. A razão para isto é simplesmente 
que Zs(K) = 0, ou seja, não há 2-ciclos não-nulos no poliedro K. De 
fato, se atribuirmos a cada 2-simplexo de K a orientação indicada 
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Figura 17. 


na Figura 17 e tivermos z = ` x,:s € Z5(K) então, como cada 
aresta de K situada numa das duas circunferências da fronteira é 
face de apenas um triângulo, de Oz = 0 concluímos que z, = 0 para 
todo triângulo s que tenha um lado na fronteira, ou seja, para todo 
triângulo s. Portanto z = 0. Assim os grupos de homologia do anel 
circular K, com coeficientes em 4, são Ho(K) = 4, H(K) = A e 
H(A) = 0. < 

Sob o ponto de vista topológico, o anel circular é o mesmo que 
o cilindro S! x [0,1]. Pode parecer coincidência que sua homologia 
seja a mesma de S! mas veremos na seção 5 que isto resulta do fato 
de St e St x [0,1] terem o mesmo tipo de homotopia. 


Um modo alternativo de tratar o Exemplo 9 consiste em usar 
a sequência de Mayer-Vietoris. Podemos considerar a Figura 17 
como uma triangulação do disco maior D = KUL, onde K é, como 
antes, o anel circular e L é o disco interior, triangulado como um 
2-simplexo. Levando em conta que Le KU L são triangulações 
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de simplexos bidimensionais, enquanto K N L é uma triangulação 
de St, examinemos dois trechos da segiência de Mayer-Victoris 
associada à decomposição D = K U L. Eles são 


H(K NL) > Hd(K) 6 Ho(D) > H(K U L) 
e (KUL) > H(KND) > HUME) 6 H (L) > H(K U L). 


Pelo que sabemos sobre as homologias de KU L, Le KAL, 
estas segliências exatas se reduzem a 


0> H(K)>0 e 0545 H(K) 50, 
portanto Ho(K) = 0 e Hi(K) = A. 


Exemplo 10. Um poliedro K diz-se acíclico quando é conexo e, 
além disso, H,(K) = 0 para todo r > 0. Dito de outro modo, um 
poliedro acíclico é aquele que tem a mesma homologia de um ponto. 
Por exemplo, todo cone é um poliedro acíclico. 

Segue-se imediatamente da sequência de Mayer-Victoris que se 
o poliedro K = LUM é reunião de dois subpoliedros cuja interseção 
LAM é acíclica então, para todo r > 0, tem-se H,(K) = H,(L)€ 
H(M), sendo claro que Ho(K) = A. (No caso de Hi(K), observar 
que, como LN M é conexo, o homomorfismo Hi(K) > Ho(LNM) 
na sequência de Mayer-Vietoris é zero.) Em particular, se K é a 
figura 8, reunião de duas circunferências com um ponto em comum, 
então Hi(K) = AGA. 


Exemplo 11. Homologia do toro bidimensional T?. Considere- 
mos a triangulação de T? vista no Exemplo 4. Atribuindo a cada 
2-simplexo s a orientação anti-horária, a cadeia T = `s é um 
ciclo, pois cada aresta do toro herda orientações opostas dos dois 


triângulos que nela incidem. Além disso, se w = $` wss é qualquer 
S 
2-ciclo, sempre que os triângulos s’ e s” tiverem em comum uma 


aresta t, deve ser Ws = Ws pois Ws — Ws é O coeficiente de t na 
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expressão de 0 = ðw = X` w,:Os = X` a:t. Como dois triângulos 
quaisquer em T? podem ser ligados por uma cadeia de triângulos 
adjacentes, concluímos que se w = ` w,s é um 2-ciclo então todos 
os coeficientes w, são iguais, digamos a a € A, e então w = a -T. 
Portanto Ho(T?) é o A-módulo livre cíclico, gerado por T ou, mais 
simplesmente, Hə(T?) = A. < 

Mostraremos, em seguida, que H,(T2) = A @ A é o A-módulo 
livre gerado pelas classes de homologia dos ciclos representados pe- 
los lados a, b do retângulo da Figura 18, os quais correspondem a 
um paralelo e um meridiano do toro. Para isto, começamos com um 
l-ciclo arbitrário z e provamos que ele é homólogo a outro, formado 
por arestas contidas no contorno do retângulo. 


> 
a 


> 


a 
Figura 18. 


Partindo de z e somando sucessivamente bordos de triângulos 
escolhidos de modo adequado, obteremos uma seqüência de ciclos 
homólogos a z, cada um com menos arestas internas do que o an- 
terior, até chegar a um ciclo w, homólogo a z, formado apenas por 
arestas contidas no contorno do retângulo. Primeiro eliminamos, 
uma a uma, cada aresta interna, horizontal ou inclinada, que esteja 
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na primeira coluna à esquerda, somando ao ciclo z sucessivamente, 
de baixo para cima, o bordo do triângulo situado imediatamente 
abaixo dela (devidamente multiplicado por —a se a aresta aparece 
no ciclo multiplicada por a, a € A). Após estas operações, obtemos 
um ciclo z’, homólogo ao z inicial, formado por arestas do contorno 
do retângulo ou das duas colunas da direita. Em seguida, elimi- 
namos as arestas verticais que estão à esquerda da coluna do meio 
somando a cada uma delas um múltiplo conveniente do bordo do 
triângulo do qual ela é um cateto. 


Figura 19. 


Chegamos assim a um ciclo 2”, homólogo ao inicial, cujas arestas 
estão no contorno do retângulo ou entre as mais acentuadas no se- 
gundo quadro da Figura 19. Somando mais três bordos de triân- 
gulos, obtemos um ciclo cujas arestas estão no contorno ou entre 
aquelas destacadas no último quadro da Figura 19. Alí, os dois 
segmentos horizontais sobressalentes são ilusórios pois um ciclo de 
dimensão 1 não pode possuir vértices livres (isto é, que pertencem a 
uma única aresta). Então o ciclo original z é homólogo a um cujas 
arestas estão sobre o contorno ou sobre a última coluna vertical. 
Podemos assim usar o argumento que nos levou do segundo para 
o último quadro da Figura 19, e provamos finalmente que todo 1- 
ciclo em T? é homólogo a outro que está contido no contorno do 
retângulo, portanto é uma combinação linear x -a +y-b do paralelo 
a com o meridiano b do toro. Assim, as classes de homologia de a 
e b geram Hi(T?). Na verdade, essas classes são linearmente inde- 
pendentes, logo H;(T?) é um A-módulo livre com dois geradores. 
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Com efeito, se tivermos a[a] + fb] = 0, isto é, se houver uma 2- 
cadeia w tal que ðw = a-a+ 8-b, então, escrevendo w = X` ws: fs], 
onde s percorre todos os 2-simplexos de T?, vemos que, para toda 
aresta t que não esteja em a nem b, se s’ e s” são os 2-simplexos que 
incidem sobre t, deve ser ws = ws. Daí resulta que ws = Ws e 
consequentemente w é múltiplo de I. Segue-se imediatamente que 
a = 8 = 0. Isto conclui a determinação da homologia de T?. < 


Exemplo 12. Homologia do plano projetivo. Consideremos a 
triangulação do plano projetivo P? apresentada no Exemplo 5. 
Atribuindo a cada 2-simplexo a orientação anti-horária, obtemos 


uma 2-cadeia T = 5 s, cujo bordo é OP = 2a, onde a é a reta pro- 
seP? 
jetiva (ciclo de dimensão 1), soma de quatro arestas consecutivas do 


contorno da Figura 13, com as orientações induzidas pelas parcelas 
de 7. Para simplificar a discussão, tomemos Z como o anel dos 
coeficientes. (Depois consideraremos o caso geral.) Não há 2-ciclos 
diferentes de zero. De fato, se a 2-cadeia z = ` z.s é tal que Oz = 0 
então, como já vimos antes, para quaisquer triângulos s’, s”, tem-se 
Za = Z; = n € Z, logoz=n-Vedai0=02=n:07=2n-a, 
portanto n = 0 e z = 0. Assim, tomando coeficientes inteiros, 
temos Hs5(P?) = 0. Quanto a Hı(P?), um argumento análogo ao 
do Exemplo 11, partindo do centro do círculo que representa P? 
e espiralando na direção do contorno, dado um ciclo z € Zi(P?), 
somamos sucessivamente bordos de triângulos, de modo a obter 
z’, homólogo a z, formado por arestas do contorno. Então 2” é 
homólogo a a ou a zero. Por sua vez, a reta projetiva a não é o 
bordo de uma cadeia de dimensão 2, ou seja, tem-se [a] 0. De 
fato, uma cadeia y € C5(P?), para ter seu bordo, contido no con- 
torno da Figura 13, deve ter a forma z = n-Veentão dz = 2n:a Za. 
Consegientemente, Hı (P?) = Zo. 

Se tomarmos coeficientes em Z, então a 2-cadeia T é um ciclo 
e, neste caso, teremos Ho(P?) = Zo, Hi(P?) = Zo e Ho(P?) = Zo. 
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Com coeficientes num anel arbitrário 4, podemos dizer que 
HP?) = Zo(P?) = {x € A;2x = 0), Hi(P?) é o A-módulo quo- 
ciente 4/24. Por exemplo, Hı(P?) = Za quando A = Z ou A = Z» 
e Ho(P?) = 0 se A é um corpo de característica Æ 2. < 


4 Subdivisão baricêntrica 


Estritamente falando, nos exemplos apresentados até agora, não 
obtivemos grupos de homologia dos espaços considerados, mas sim 
das triangulações neles tomadas. É natural indagar se, triangu- 
lando o mesmo espaço X por meio de dois poliedros distintos Kı 
e K (necessariamente homeomorfos mas) não isomorfos, devemos 
ter H,(K1) = H,(K2) para todo r = 0,1,2,.... A resposta é afir- 
mativa. Na realidade, um resultado mais geral vale: se os espaços 
trianguláveis X e Y têm o mesmo tipo de homotopia, seus gru- 
pos de homologia são isomorfos. (Analogamente ao que vimos no 
Capítulo 2 com a cohomologia de deRham.) Preparando o ter- 
reno para provar esses fatos, começamos estudando a subdivisão 
baricêntrica de um poliedro. 

Uma subdivisão de um poliedro K é um poliedro K, que, como 
conjunto de pontos, é igual a K porém com mais e menores sim- 
plexos. Mais precisamente, todo simplexo de K é a reunião dos 
simplexos de K, nele contidos. O exemplo mais frequente é a sub- 
divisão baricêntrica. 

O baricentro do simplexo s = (ao, a1, .. . , ar} é o ponto b, = (ao+ 
ai ++ a) /(r + 1), que tem todas as coordenadas baricêntricas 
iguais a 1/(r + 1). Este ponto está em posição geral relativamente 
ao bordo 5 do simplexo, ou seja, se p e q são pontos distintos do 
bordo $, os segmentos de reta bs, p] e [bs,q] têm apenas o ponto bs 
em comum. Portanto, se t C $ é um simplexo m-dimensional então 
o cone b, * t é um simplexo de dimensão m + 1 contido em s. 
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A subdivisão baricêntrica K' do poliedro K é definida induti- 
vamente. A subdivisão de cada vértice é, obviamente, o próprio 
vértice. Supondo definida a subdivisão baricêntrica (K”) do es- 
queleto r-dimensional K” tomamos, em cada (r + 1)-simplexo s, 
o baricentro b, e definimos a subdivisão baricêntrica de s como o 
poliedro s’ = b, * (3) , onde 5 é o bordo de s (contido em K”, logo 
(5) está definido). 

Então pomos (K"*!y = |J s’, onde s varia entre todos os (r +1)- 


simplexos de K. 


Figura 20. Subdivisão baricêntrica de um 2-simplexo. 


Segue-se desta definição que os vértices da subdivisão baricêntri- 
ca K' são os baricentros bs dos simplexos s € K e os simplexos de 
K' têm a forma (bs,,0s,,...,bs,), onde cada s; é um simplexo de K 
esoCsC---Cs,,ou seja, cada s; é uma face de s;,. 

Se, em vez do baricentro, tivéssemos escolhido um outro ponto 
Ps no interior de cada simplexo s, a definição indutiva dada acima 
ainda produziria uma subdivisão do poliedro K. A vantagem da 
subdivisão baricêntrica está na regularidade com que ela reduz 
o tamanho dos simplexos, conforme exprime o teorema seguinte. 
Antes de prová-lo, observemos que se [a,b] é um segmento de reta 
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em R” e p é um ponto arbitrário desse espaço então o maior valor 


da distância |p — x| de p a um ponto qualquer x € [a, b| é atingido 
quando z = a ou x = b. Como os vértices de um simplexo s são os 
únicos de s que não são interiores a segmento de reta algum con- 
tido em s (pontos extremos), segue-se que a maior distância de um 


ponto qualquer p € R” a um ponto de um simplexo s C R” tem o 
valor |p — a;|, onde a; é um vértice de s. Em particular, o diâmetro 
do simplexo s = (ao,01,...,G) é diams = máx{|a; — a;|;i,j = 
O las a 


Teorema 4. Se o simplexo r-dimensional s tem diâmetro d então 
sua subdivisão baricêntrica s’ é um poliedro cujos simplexos têm 
T 


todos diâmetro < a d. 


Demonstração: Seja t um simplexo de s’. Então diamt = |p — q], 
onde p=- t e kaa) eg = a e n) om mi <n, 


são vértices de t: p é o baricentro da face (ao,...,a@m) de s, a qual, 


por sua vez, é face de (ao,...,an). Como p é interior ao simplexo 
(ão, ..., Gm), temos |p — q| < max{ |a; — q|; i = 0,..., m}. Levando 
em conta que cada a; (i = 0,...,m) é um dos a; (j = 0,...,n), 
vemos que, para todo i = 0,...,m, vale 


n 


1 1 
wa aS al Aei) 


j=0 ei 


no o r 
Su nn Sa 


Logo diamt < Sd. 


Iterando um número suficientemente grande de vezes a subdi- 
visão baricêntrica de um poliedro, pode-se fazer com que todos 
os simplexos tenham diâmetros arbitrariamente pequenos. Com 
efeito, se definirmos indutivamente a n-ésima subdivisão baricêntrica 
K®) do poliedro K ponto KO = K' e K™® = [KCV], vale o 


Corolário 1. Dados o poliedro K e o número real € > 0, existe 
n EN tal que todos os simplexos de K) têm diâmetro < e. 
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De fato, se d é o maior diâmetro e r é a maior dimensão de um 

simplexo de K então o maior diâmetro de um simplexo de K™ é 
n : DES VE 
<[r/(r+ 1)” e dim (=) = 0. 

Vamos, em seguida, mostrar que o poliedro K e sua subdivisão 
baricêntrica K’ têm os mesmos grupos de homologia. Para isso, 
faremos uso da noção de transporte acíclico, a qual possui outras 
aplicações. Um complexo de cadeias chama-se acíclico quando seus 
grupos de homologia em dimensões > 0 são todos nulos e o grupo 
de dimensão zero reduz-se ao anel de coeficientes. 


Um transporte acíclico I do poliedro K para o poliedro L é uma 
correspondência que associa a cada simplexo s de K um subcom- 
plexo I (s) C C(L), com as seguintes propriedades: 


1) Se t é uma face de s então T(t) C T(s); 


2) Para todo s em K, o complexo T (s) é acíclico. 


Diz-se que um morfismo f: C(K) — C(L) é transportado por 
T quando, para todo simplexo s em K tem-se f(s) € T(s). Uma 
aplicação simplicial diz-se transportada por I quando o morfismo 
por ela induzido nas cadeias o é. 


Duas aplicações simpliciais f,g: K — L chamam-se contíguas 
quando, para todo simplexo s em K, f(s) e g(s) são faces de um 
mesmo simplexo em L. A relação “f e g são contíguas” é reflexiva 
e simétrica mas não é transitiva, logo não é uma equivalência. 

Dadas as aplicações simpliciais contíguas f,g: K — L ponha- 
mos, para cada simplexo s em K, T'(s) = C(t), onde t é o simplexo 
de menor dimensão em L que tem ao mesmo tempo f(s) e g(s) 
como faces. A correspondência s + P (s) é um transporte acíclico 
e f, g são transportadas por r. 


O teorema seguinte, referente a poliedros K e L, justifica nosso 
interesse em transportes acíclicos. 
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Teorema 5. Seja T um transporte acíclico de K para L. Se os 
morfismos f,g: C(K) — C(L) são ambos transportados por T e 
In(f(x) = In(g(x)) para toda O-cadeia x E€ Co(K) então 
fe = 9.: H,(K) > H, (L). 


Demonstração: Definiremos, por indução em r, uma homotopia 
algébrica entre f e g, ou seja, uma seqüência de homomorfismos 
D = D,: C,(K) > Coun(L) tais que Dozx + 9Dx = f(x) — g(x) 
para toda cadeia x € C,(K). Basta definir Ds quando s é um 
r-simplexo arbitrário em K. Começamos com r = 0. Dado um 
vértice a € K, temos f(a) — g(a) € T(a). Como T(a) é acíclico e 
In(f(a) — g(a)) = In f(a) — In gla) = 0, vemos que f(a) — gla) = dx 
para alguma cadeia x € Ci(T(a)). Escolhemos arbitrariamente uma 
tal z e pomos Da = x. Então Da + dDa = dx = f(a) — g(a). 
Em seguida, suponhamos que D tenha sido definido em C, (KH), 
de tal modo que DO + ðD = f — ge D(t) e C(T(t)) para todo 
(r — 1)-simplexo t em K. Seja s um r-simplexo em K. Então 


O [f(s) — g(s) — Das] = f(0s) — g(0s) — ODôs = Dəðs = 0. 


Assim, f(s) — g(s) — DôÔs é um ciclo no complexo acíclico T (s). 
Portanto, podemos escolher uma cadeia D(s) € Ci(T(s)) c C(L) 
tal que OD(s) = f(s) — g(s) — DO(s). Isto completa a definição da 
homotopia algébrica D e a demonstração do teorema. 


Corolário 2. Duas aplicações simpliciais contíguas fg: K > L 
induzem o mesmo homomorfismo fx = gx: H(K) > H,(L) em 
cada grupo de homologia. 


O morfismo Sd: C(K) > C(K?), que induz o isomorfismo en- 
tre os grupos de homologia do poliedro K e de sua subdivisão 
baricêntrica, K’ é definido por indução. Se ae K é um vértice, po- 
mos Sd(a) =a. Supondo definido Sd: C, 1(K) > C, a(K”) pomos, 
para cada r-simplexo s em K, Sd(s) = b, x Sd(Ôs). Se x = `` ass; 
é uma cadeia em C,(K), pomos Sdx = >" a;: Sd(s;). Admitindo, 
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indutivamente, que vale 9(Sdx) = Sd(dx) quando a cadeia x tem 
dimensão < r — 1 e usando a igualdade (a * x) = x — ax dx, vê-se 
que 9(Sdx) = Sd(dx) também para dimz = r. Isto completa a 
verificação de que Sd: C(K) — C(K') é um morfismo. 

A fim de provar que Sd: C(K) > C(K”) induz isomorfismos nos 
grupos de homologia, definiremos o morfismo q: C(K”) > C(K) 
que será o inverso homotópico (algébrico) de Sd. Na realidade, 
y será induzido por uma aplicação simplicial de mesmo nome, 
y: K' — K, que começa com a introdução, entre os vértices de K, 
de uma relação de ordem segundo a qual os vértices de um mesmo 
simplexo ficam linearmente ordenados. (Poderíamos mesmo tomar 
uma ordem linear entre todos os vértices de K.) 

Lembrando que os vértices de K’ são os baricentros dos sim- 
plexos de K, definimos a aplicação simplicial y: K’ — K pondo, 
para cada simplexo s € K, y(b,) = “maior” vértice de s. 

Por exemplo, se s = (a,b,c) é um triângulo cujos vértices foram 
ordenados alfabeticamente então os vértices de s” são a, b, c, by, 
bo, b3, by onde bı = (a + b)/2, bə = (a + c)/2, bẹ = (b+oc)/2, 
b4 = (a+b +c¢)/3 e ọ: 3 — s é dada por p(a) = a, (b) = b, 
lc) = c, plbi) = b, p(bo) = c, (b3) = ce (b4) = c. Vemos 
assim que y transforma o triângulo (a, bı, b4) sobre s e os demais 
triângulos de s’ são colapsados em lados ou vértices de s. 

De um modo geral, todo r-simplexo s em K é subdividido em 
r-simplexos de s”, um único dos quais é transformado por sobre 
s enquanto os demais são reduzidos a faces de dimensão menor, de 
modo que o morfismo Y: C,(K') > C,(K) os aplica em 0. 

Tendo definido os morfismos 


Sd: C(K) —C(K'^) e q: C(K)>C(K), 
observamos que cada um dos compostos 


Sdo: C(K)>C(K) e posd: C(K) > C(K) 
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é transportado pela aplicação identidade respectiva, a qual é o 
transporte acíclico mais simples que existe. (Na verdade, y o Sd 
é a própria aplicação identidade.) Segue-se então que, para todo r, 
tem-se 


(Sd) © p, = (Sd o p); = id: H,(K^) > H, (K') 


pro (Sd), = (p o Sd), = id: H,(K) > H,(K), 
portanto (Sd): H,(K) > H,(K') é um isomorfismo. 


Observação. Se, para cada simplexo s em K, escolhermos arbi- 
trariamente um ponto b, em seu interior (não necessariamente o 
baricentro), toda a argumentação acima se aplica. A subdivisão 
baricêntrica só se faz essencial quando tivermos de utilizar o Teo- 
rema 4, conforme faremos na seção seguinte. 

A subdivisão baricêntrica e o morfismo Sd: C(K) > C(K') por 
ela induzido são “naturais” no sentido seguinte: uma aplicação sim- 
plicial p: K — L induz, entre as subdivisões baricêntricas K’ e L’, 
uma aplicação simplicial y’: K' — L’ de tal modo que (continuando 
a indicar com o mesmo símbolo a aplicação simplicial y e o mor- 
fismo por ela induzido nos complexos de cadeias) o diagrama abaixo 
é comutativo: 


C(K) —— C(L) 


sa [sa 


elit elo 

A fim de definir q: K' > L’, lembramos que um vértice qual- 
quer de K' é o baricentro bs de um simplexo s = (ao,...,a,) em 
K. Então as imagens p(ao),..., (a,) são vértices (não necessari- 
amente distintos) de um simplexo de L. Pomos y'(b,) = bari- 
centro do simplexo de L cujos vértices são os elementos distintos 
da lista (v(ao),...,P(a,)). Se não houver repetição nela, então 
dim g(s) = s e p'(bs) = bo(s)- 
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A comutatividade do diagrama acima será provada por indução. 
O morfismo q": C(K”) — C(L’), induzido pela aplicação simpli- 
cial q: K' > [, é tal que, para todo simplexo orientado t = 
[bso,--.,Ds,) em K’, tem-se qt) = [bo bog] [Lembrando 
que [ao,..., ar] = O quando a; = a; para algum à £ j.] Dado um r- 
simplexo s em K, é imediato que Sdy(s) = 0 = y(Sds) caso y(s) 
seja degenerado. Supondo que este não seja o caso e admitindo a 
comutatividade em dimensão r— 1, temos Sds = 5 (—1)'b,x Sds; 
logo 


v(Sds) = > p' (bs x Sds) =X _ 1) bys) x p'(Sdsa) 
=53 (Ibo * Sd pls) =X (1) bos) * Sa(P(S) (1) 
= Sdy(s). 


É claro que, dada uma aplicação simplicial y: K — L, uma 
iteração óbvia fornece, para cada n € N, uma aplicação simplicial 
qt): KO) — L™ entre as n-ésimas subdivisões baricêntricas K(”) 
e Lt”), de tal modo que o diagrama abaixo é comutativo: 


K = 


5 Aproximação simplicial 


A fim de definir o homomorfismo induzido em homologia por 
uma aplicação contínua f: K — L entre poliedros, substitui-se 
f por uma aproximação simplicial, analogamente à aproximação 
diferenciável utilizada no caso da cohomologia de deRham. 

A estrela do vértice a num poliedro K é a reunião St(a) dos 
simplexos abertos de K que têm a como um dos seus vértices. St(a) 
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é uma vizinhança aberta de a em K pois seu complemento K—St(a) 
é a reunião dos simplexos abertos que não têm a como vértice e, se 
a não é vértice de um simplexo aberto, também não é vértice do 
seu fecho. 


Figura 21. A estrela do vértice a no toro T2. 


O conjunto das estrelas dos vértices de um poliedro K é uma 
cobertura aberta de K. Na verdade, toda cobertura aberta U de K 
pode ser refinada pela cobertura formada pelas estrelas de alguma 
subdivisão baricêntrica iterada K. De fato, basta considerar o 
número de Lebesgue ô da cobertura U [AR2, pag176] e tornar n tal 


(n) tenha diâmetro menor do que ô. 


que todo simplexo em K 
Sejam K e L poliedros. Uma aplicação simplicial y: K => 
L chama-se uma aproximação simplicial de f: K — L quando 
cumpre a seguinte condição: 
Sea € K é vértice do simplexo aberto que contém o ponto 


q € K então p(a) é vértice do simplexo aberto de L que contém 


Fa). 
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Figura 22. 


Noutras palavras, y é uma aproximação simplicial de f quando, 
para todo vértice a € K, tem-se f(St(a)) C St(y(a)). 

Observemos que, dada f: K — L, se y é uma aplicação de 
vértices de K em vértices de L tal que f(St(a)) C St(y(a)) para 
todo vértice a € K então y é simplicial, ou seja, para todo simplexo 
s = (a9,...,4,) em K, os pontos p(ao),...,P(a,) são vértices de um 
simplexo em L. Com efeito, ses = (ao,...,a,) é um simplexo em K, 
tomamos um ponto x no interior de s. Então x € St(ao)N---NSt(a,.) 
logo f(x) € St(p(ao)) N --- N St(y(a,)). Logo o simplexo de L que 
contém f(x) em seu interior tem y(ao),..., P(a,) como vértices. 

Para efeito do próximo teorema, lembremos que a n-ésima sub- 
divisão baricêntrica K“ do poliedro K é, como conjunto de pon- 
tos, o mesmo que K, apenas subdividido num número maior de 
simplexos menores. Assim, uma aplicação contínua f: K— Léo 
mesmo que f: K™® > L. 


Teorema 6. Toda aplicação contínua f: K — L entre poliedros 
possui uma aproximação simplicial p: KO > L para n suficiente- 
mente grande. 

Demonstração: Seja à um número de Lebesgue da cobertura 


aberta de L formada pelas estrelas de seus vértices. Pela con- 
tinuidade uniforme de f, existe € > 0 tal que todo subconjunto de 
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K com diâmetro inferior a € tem imagem com diâmetro < ô, logo 
contida na estrela de algum vértice de L. Seja n € N tal que todos 
os simplexos da subdivisão baricêntrica K() têm diâmetro menor 
do que £/2. Então, para todo vértice a em K, a estrela St(a) tem 
diâmetro menor do que £, logo podemos escolher, para todo vértice 
a em K™, um vértice p(a) em L tal que f(St(a)) C St(pla)). A 
aplicação simplicial y: K() — L assim definida é uma aproximação 
simplicial de f. 

Estamos agora em condições de mostrar que uma aplicação 
contínua f: K — L entre poliedros induz, para cada r > 0, um 
homomorfismo f.: H,(K) > H,(L) com a importante propriedade 
de que se g: L — M é outra aplicação contínua, então (go f), = 9x0 
fe: H,(K) > HAM). Como a aplicação identidade induz o homo- 
morfismo identidade, resultará que se f: K — L é um homeomor- 
fismo cujo inverso é fI:L > K então f: H(K) > H,(L) será 
para todo r > 0, um isomorfismo, com (fi)! = (f7): HL(L) > 
H,(K). Isto nos permitirá concluir que os grupos de homologia 
de um espaço topológico triangulável X são topologicamente in- 
variantes. Mais precisamente, se f: K — X eg: L > X forem 
homeomorfismos de poliedros K, L sobre X então (g to f) = 
(g) t0 fa: H(K) — H,(L) será um isomorfismo, para todo r > 0. 

A fim de definir o homomorfismo induzido em homologia por 
uma aplicação contínua f: K — L entre poliedros, começamos 
usando o Teorema 6, segundo o qual existe uma aplicação simplicial 
p: K™ — L, definida, para um certo n € N, na n-ésima subdivisão 
baricêntrica de K, a qual é uma aproximação simplicial de f. Então 
pomos 

fe=(poSd), = px 0 (Sd: H(K) > H(L), 
onde Sd": C(K) — C(K®)) é o morfismo dado pela iteração da 
subdivisão baricêntrica Sd: C(K) — C(K. 

Para um dado n, esta definição de f. não depende da apro- 

ximação simplicial y escolhida pois duas quaisquer delas são contí- 
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guas, logo induzem o mesmo homomorfismo em homologia. Resta 
ver se a definição de f. não depende quantas vezes Sd foi iterada. 
Ora, se iterarmos Sd m+n vezes, com uma aproximação simplicial 
p: K™™ — L para f, chegaremos ao diagrama no 


QRO === D) 


KT” ) 


qual chamamos de y e y (como de hábito) os morfismos de cadeias 
induzidos pelas aplicações simpliciais de mesmo nome. A nível de 
homologia, esse diagrama é comutativo, isto é, tem-se Y, = 4, O 
(Sd). = (Y o Sd”), pois os morfismos y e Y o Sd” são ambos 
transportados por T', onde T é o transporte acíclico que associa a 
cada simplexo s em K™ o subcomplexo T(s) = C(y(s)) c C(L). 
Portanto 


f. = (2 0 Sd"), = p, 0 (Sd), = (Y 0 SA”), o (SA), 
= (po Sd” o Sd”), = (po SA"), 


e a definição de f, por conseguinte, não depende de n. 


Mostremos, em seguida, que se f: K > Leg:L>M são 
aplicações contínuas entre os poliedros K, Le M então vale a igual- 
dade (go De. = gx ° fa: H(K) > H,(M), para todo r > 0. 

Com efeito, se y: C(L®) > C(M) e q: C(K™) > C(L®) são 
morfismos induzidos por aproximações simpliciais y: L® > M e 
p: K™ — L™ respectivamente, então f, = (po Sd: H,(K) > 
H,(L) e, posto que y o q: Kim) > M é uma aproximação 
simplicial de go f, temos (go f)s = (pop o Sd oSd e: H,(K) > 
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H,(M). Mas, em virtude da comutatividade do diagrama abaixo, 
podemos escrever: 


(go Nx = (pop oSdro Sd”), = (po Sd”)o(po Sd”) = g,o fi. 


C(K) 


sa| 


C(K™) — C(L) 


ser | E 


C(K(m+n)) EALA (L) Pa C(M) 


Resumindo: acabamos de provar que toda aplicação contínua 
f: K — L, entre poliedros, induz, para cada r > 0, um homomor- 
fismo fx: H,(K) > H,(L) de tal modo que se g: L > M também é 
contínua então o homomorfismo induzido pela aplicação composta 
gof: K >M é (g0 f), =g, 0 fa: EMI) > H,(M). 

Além disso, como a aplicação identidade induz o homomorfismo 
identidade, segue-se que, se f: K — L é um homeomorfismo então, 
para todo r > 0, fe: H(K) > H,(L) é um isomorfismo e (f) 1 = 
(F). | 

Na linguagem da Algebra Homológica, isto exprime que K + 
H,(K) é um functor da categoria dos espaços trianguláveis na ca- 
tegoria dos A-módulos. 

A fim de provar que duas aplicações contínuas homotópicas 
f,g: K > L entre poliedros induzem iguais homomorfismos f. = 
gx: H(K) > H,(L) para todo r > 0, é necessário dar uma estru- 
tura de poliedro ao produto cartesiano K x [0,1]. 

De um modo geral, o produto cartesiano K x L de dois poliedros 
pode, de várias maneiras, ser decomposto simplicialmente como 
poliedro. Um modo de fazer isto consiste em observar primeiro que 
K x L é a reunião dos produtos s x t de um simplexo s € K por 
um simplexo t € L e, em seguida, notar que o bordo (s x t)* do 
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conjunto convexo s xt é (sxt)? = (s°xt)U(s x t). Então, admitindo 
indutivamente que cada produto sı X tı com dim sı + dimt, < 
dim s + dimt já foi decomposto simplicialmente (portanto s x t)° 
já é um poliedro), fixar um ponto ps, no interior de cada s x t e 
considerar este produto como o cone ps;*(s xt)*, portanto como um 
poliedro, obtendo deste modo a decomposição simplicial de K x L. 

No caso particular em que L = [0, 1], há um modo mais simples e 
mais conveniente de considerar o produto cartesiano K x [0,1] como 
poliedro (imitando a forma como Euclides decompôs um prisma de 
base triangular como reunião de três pirâmides justapostas, a fim 
de calcular o volume da pirâmide). 


Temos K x [0,1] = U s x [0,1], de modo que basta descrever, 
sek 
para cada simplexo s = (ao,...,4,) em K, quais os simplexos que 


decompõem o prisma s x [0,1] como poliedro. 
Para cada vértice a; do simplexo s, ponhamos a; = (a;,0) e 
ai = (a;,1). Então 


S X [0,1] = (J iosa irti 
i=0 


e esta é a decomposição de d x [0,1] como reunião dos simplexos 


(r + 1)-dimensionais (ao, ... , Qi, Qi <- <, ar} 

Definamos, em seguida, as aplicações simpliciais a, 8: K > K x 
[0,1] pondo, para cada simplexo s = (ao,...,a,) em K, a(s) = 
(ão,...,ãr) e B(s) = (ão,..., Gr). Como sempre, indiquemos ainda 
com a, 8: C(K) > C(K x [0,1]) os morfismos induzidos por a e 8 
no complexo de cadeias C(K). 


Lema 1. Os morfismos a, B: C(K) > C(K x [0,1]) são algebrica- 
mente homotópicos. 


Demonstração: Para cada r > 0, definamos o homomorfismo 
D: C(K) > Ca(K x [0,1]) estipulando que D(s) = 5(—1)*. 


[ã0,..., Qi, Gi;,..., ar] Seja a imagem do r-simplexo orientado 
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s = [a9,...,4,| de K. Uma verificação cuidadosa, mas inteira- 
mente mecânica, mostra que, para todo simplexo s, e portanto 
pra toda cadeia em C,(K), tem-se OD(s) + D(Ôs) = B(s) — a(s). 
Geometricamente, esta igualdade significa que, com um ajuste nas 
orientações, o bordo do prisma s x [0,1] com base no simplexo s 
é igual ao prisma sobre o bordo de s (ou seja, a reunião das faces 
laterais) mais a base a(s) e o topo (s). 


Exemplo 13. Usando uma notação condensada, a fim de sim- 
plificar a escrita, o prisma sobre o triângulo orientado s = abc é 


D abc = aabt — abbc + abcc (soma de três tetraedros). Então 


9Dabe = Ric = abc + aac — São Es tör + aic sabc Goo + bet 


—acc— abe — abc 


Como dabe = be — ac + ab, temos 


Dôabc = bbg — bec — aac + acc + Gol — FR 


Segue-se que 9 Dabc + Dôabc = abc — abc. ou seja, ODs + Dôðs = 
B(s) — a(s). Este exemplo fornece uma verificação explícita do 
Lema 1 para um simplexo s de dimensão 2. 


Teorema 7. Sejam K e L poliedros. Aplicações contínuas ho- 
motópicas f,g: K — L induzem homomorfismos iguais fe = Gx: 
HL(K) > H,(L) nos grupos de homologia. 


Demonstração: Seja H: K x [0,1] — L uma homotopia entre 
f eg. Isto significa que, considerando as aplicações simpliciais 
a,8: K — K x [0,1], dadas por a(x) = (7,0) e B(x) = (1,1) para 
todo x € K, temos H oa = f e H o 8 = g. Ora, segundo o Lema 
1, os morfismos a, 8: C(K) > C(K x [0,1]) são algebricamente 
homotópicos, portanto induzem os mesmos homomorfismos a, = 
Be: H,(K) > H(K x [0,1]) nos grupos de homologia. Segue-se que 
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f = (Hoa), = H00, = H,of, = (Ho). = ge: Hi(K) > H,(L) 
para todo r > 0. 


Corolário 3. Dois poliedros com o mesmo tipo de homotopia têm 
grupos de homologia isomorfos. 


Em particular, todo poliedro contrátil é acíclico. Esta é outra 
forma de concluir que o grupo de homologia de uma bola é igual a 
zero em toda dimensão positiva e que os grupos de homologia de 
um anel circular são iguais ao anel de coeficientes em dimensões 0 
e 1 e iguais a zero nas demais dimensões pois o anel circular tem o 
tipo de homotopia de St. 


6  Pseudo-variedades 


Um poliedro M chama-se uma pseudo-variedade n-dimensional 
quando cumpre as seguintes condições: 

a) Todo simplexo de M é face de algum simplexo n-dimensional; 

b) Todo (n — 1)-simplexo de M é face de precisamente dois 
n-simplexos; 

c) Dois quaisquer n-simplexos s, tem M são encadeados, isto 
é, existem n-simplexos so,...,s; em M tais que so = S$, Sk = t ẹ, 
para cada i = 0,...,k — 1, si N s;,1 é uma face de dimensão n — 1. 

Dois n-simplexos que têm uma face comum de dimensão n — 1 
chamam-se adjacentes. 


Exemplo 14. A esfera S”, triangulada como o bordo de um 
(n + 1)-simplexo, é uma pseudo-variedade n-dimensional. O toro 
T? e o plano projetivo, vistos nos Exemplos 11 e 12, são pseudo- 
variedades de dimensão 2. De um modo geral, prova-se que toda 
superfície diferenciável é triangulável e que toda sua triangulação 
é realizada por uma pseudo-variedade. A Figura 23 exibe uma 
pseudo-variedade que não é uma superfície. 
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Figura 23. 


Teorema 8. Seja M uma pseudo-variedade n-dimensional. Toman- 
do coeficientes em Zo, tem-se HMM) = Zg. Com coeficientes em 
Z, tem-se HM) = Z ou HM) = 0. 


Demonstração: Considerando coeficientes em Za, seja T = $ s 
a soma de todos os simplexos n-dimensionais de M. (Não há ne- 
cessidade de orientá-los pois —s = —1s = 1s = s.) Em virtude 
da condição b), tem-se OP = 2- X` t (soma estendida a todos os 
simplexos (n — 1)-dimensionais) logo OP = 0 e I é um n-ciclo em 
M, o qual não é homólogo a zero pois não há cadeias de dimensão 
n + 1. Como os coeficientes só podem ser 0 ou 1, toda n-cadeia é 
uma soma x = sı +--- + sk, de alguns n-simplexos. Se dx = 0 
e s é uma parcela desta soma então todo simplexo s”, adjacente a 
s também é parcela, a fim de anular em Ox o coeficiente da face 
t= sN. Resulta então da condição c) que o ciclo x ou é igual 
a 0 ou igual a I. Portanto H(M) = Z(M) = Zə. Vejamos 
agora o caso de coeficientes inteiros. Há duas possibilidades. A 
primeira é que seja possível escolher, para cada n-simplexo s em 
M, uma orientação s de tal modo que simplexos adjacentes in- 
duzam na face comum orientações opostas. Com essas escolhas, a 
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cadeia T = 5º s é um ciclo, não homólogo a zero pois não há sim- 
seM 
plexos de dimensão n +1. Além disso, se z = $` mss é um n-ciclo, 
seM 


atribuindo arbitrariamente orientações aos (n — 1)-simplexos t de 


M, teremos 0 = Oz = J` kt. Se s e s’ são n-simplexos adjacentes, 
tEM 
com sNs' = t, tem-se 0 = k; = ms — My . Portanto, se z = $` mss 


é um n-ciclo, vale ms = ms sempre que s e s’ forem adjacentes. 
Segue-se da condição c) que ms = ms quaisquer que sejam os n- 
simplexos s, s’, isto é, que z = m -X` s =m- T. Conclusão: todo 
n-ciclo em M é um múltiplo de F e H (M) = Z(M) = Z. 


A segunda possibilidade é a negação da primeira: que não seja 
possível orientar todos os n-simplexos de M de tal modo que sim- 
plexos adjacentes s, s’ induzam sobre a face comum t = s N s 
orientações opostas. Neste caso, afirmamos, o único n-ciclo é 0, 


logo Ha(M) = 0. De fato, se z = 5 m.s é um m-ciclo então 
sEM 
0 = ðz = 5 kt, logo k = 0 para todo (n — 1)-simplexo t em M. 
tEM 


Dado t, se s e s’ são os dois n-simplexos tais que t = s Ns”, temos 
0 = ki = tm, +My , Os sinais sendo + ou — conforme as orientações 
induzidas por s e s’ sobre t. Seja como for, temos |m,| = |ms| para 
dois quaisquer n-simplexos adjacentes e, por c), para quaisquer dois 
n-simplexos s, s’. Então o ciclo z é a soma de parcelas do tipo m-s 
ou —m - 8”, com o mesmo m para todo s. Como —-m:s=m--s, 
trocando a orientação de s quando necessário, podemos escrever 


2z=m >; s. Como Oz = 0, concluímos que ou m = 0 ou X` sé 
seM seM 
um ciclo, o que significaria que as novas orientações fazem com que 


cada um dos (n — 1)-simplexos herde orientações opostas dos dois 
n-simplexos que sobre ele incidem, o que contradiz nossa hipótese. 
Concluímos então que m = 0, ou seja, que todo n-ciclo é nulo e 
HAM) =0: 


Uma pseudo-variedade n-dimensional M chama-se orientável 
quando é possível atribuir a cada um dos seus n-simplexos uma 
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orientação de tal modo que n-simplexos adjacentes induzam ori- 
entações opostas sobre a face comum. (Diz-se então que eles estão 
coerentemente orientados.) Um tal processo determina um n-ciclo 
P=5s, que gera H (M) e é chamado uma orientação de M. 
(Note que o ciclo F é sua própria classe de homologia, pois não 
há cadeias de dimensão n + 1.) Quando não se podem orientar 
coerentemente os n-simplexos de M então não há n-ciclos com co- 
eficientes inteiros e M diz-se não-orientável. O Teorema 8 diz que, 
usando coeficientes inteiros, tem-se H (M) = Z se M é orientável 
e HAM) =0se M é não-orientável. 


Exemplo 15. A esfera S” e o toro T? são pseudo-variedades ori- 
entáveis. Já o plano projetivo P? é uma pseudo-variedade não- 
orientável pois seu grupo de homologia H5(P?) com coeficientes 
inteiros é igual a zero. < 


Uma rota numa pseudo-variedade n-dimensional M e uma se- 


quência R = (s1,...,8k) de n-simplexos tais que, para todo à = 

1,...,k— 1, Si € 8;,1 são adjacentes e coerentemente orientados. Se 
, , , ar 

Sk = —81, diz-se que a rota R é um circuito desorientador. 


Seja s um n-simplexo orientado em M. Dado qualquer outro 
n-simplexo t, existe uma rota R começando em s e terminado no 
simplexo orientado t. Se outra rota R’ começar em s e terminar 
em —t então a rota composta R'R”! (definição óbvia) é um circuito 
desorientador. Portanto, se não há em M circuitos desorientadores, 
um n-simplexo orientado s determina, de modo unívoco, orientação 
em todos os n-simplexos t de M, o que faz de M uma pseudo- 
variedade orientada. Reciprocamente, se M é orientada, não pode 
haver circuito desorientador em M, pois os simplexos de uma rota 
ou são todos orientados positiva ou negativamente em relação a M. 

Em suma: uma pseudo-variedade é orientável se, e somente se, 
não admite circuitos desorientadores. 

Se a pseudo-variedade n-dimensional M é não-orientável então 
todo n-simplexo orientado s em M é elemento de algum circuito 
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desorientador. Com efeito, se R’ é um circuito desorientador em M, 
tomamos uma rota R começando em s e terminando num elemento 
qualquer de R’. Então a rota composta RR'R! é um circuito 
desorientador que começa e termina em s. (Poderia ser alegado 
que o simplexo final de R talvez ocorra em R’ com a orientação 
contrária. Mas se este for o caso, inverte-se a orientação de todos os 
simples de R’, continuando ainda com um circuito desorientador.) 


No que se segue, consideraremos o espaço projetivo n-dimensio- 
nal P”. Ele é o quociente da esfera S” pela relação de equivalência 
que identifica cada ponto x € S” com o seu simétrico —x. A fim 
de dotar P” de uma estrutura de poliedro, começamos com uma 
triangulação de S” que seja simétrica em relação à origem, isto 
é, que contenha, junto com cada simplexo s = (ao,...,a,), seu 
simétrico —s = (— ao,...,—a,). Este é o caso da triangulação 
octaédrica, que vamos adotar. Ela consiste nos 2"*! n-simplexos 
s=(+eo...,+eny) e suas faces. É claro que, para cada um 
deles, seu simétrico —s também pertence à família. 


Com a triangulação octaédrica, a definição explícita de uma 


orientação é imediata. Com efeito, cada s-simplexo s = (ag, ..., Gn) 
origina uma matriz (n + 1) x (n + 1) cujas colunas são ao,..., Gn, 
nesta ordem. Daremos a s a orientação $ = [a9,...,an| quando 


o determinante dessa matriz for positivo. Diremos então que s é 
positivo. 

A fim de ver que isto fornece uma orientação em S”, mostraremos 
que dois n-simplexos positivos adjacentes induzem orientações opos- 
tas na face comum. Ora, n-simplexos adjacentes têm a forma s = 


(passes € S = (a0,...;, gre o Como detļao,..., 
—a0,..-;@r] = —detlão,...,a;,...,Gr], se supusermos que 
s = [|ao,...,Qi,..-,@r] é positivo então a orientação positiva de 
s’ será —s'=—[a9,...,—40,...,G|. As orientações induzidas pelos 
simplexos positivos s e —s' sobre a face comum t = (ao, ..., @.--, 
ar) = (a9,...,— 0... , ar) São respectivamente (—1)'[ao,..., Gi, ..., 
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ar] e (—1) ao, .-. ,@;, . - - , ar], portanto são opostas. 

Um papel essencial no estudo do espaço projetivo P” é desempe- 
nhado pela aplicação antípoda a: S” — S”, definida por a(x) = 
—x. Se, para cada à = 0,1,...,n, chamarmos de q;: S” > S” a 
reflerão dada por a;lz£o,...,Zi,--., En) = (T0,.--, o ia), É 
claro que aœ = ao 0 Q10- 0Qn- 

O homomorfismo a: H (S”) — H„( S”), induzido pela aplica- 
ção antípoda a, é a multiplicação por (—1)"*!. Para concluir isto, 
basta mostrar que cada a; induz o homomorfismo (a;),: HgS”) — 
H,(S”) que consiste na multiplicação por —1. 

De fato, para cada n-simplexo orientado s = [a0,...,Gi,..., Gn], 
temos a;(s) = [09,...,—G;,...,0n] = —8. 

Em particular, se n é par então a,: H(S”) > H, a(S”) éa 
multiplicação por —1. 

Portanto, no caso em que n é par, os simplexos orientados s' = 


lao,- -, an] e s” = [-a0,...,—an] = a(s) não podem ser parcelas 
da mesma soma I = 53º s quando OP = 0. 
seM 


Tratemos agora do espaço projetivo P”. 

Formalmente, os pontos de P” são os pares não-ordenados (x —a }, 
xz € S”. A aplicação m: S” — P”, dada por m(x) = (x,—z), é 
chamada a projeção natural. Por definição, um conjunto U C P” é 
aberto quando 7 !(U) é um subconjunto aberto de S”. Isto faz de 
P” um espaço topológico compacto e de m uma aplicação contínua 
(de fato, um homeomorfismo local). P” pode ser representado como 
uma superfície do espaço euclidiano, como em [AR3, pag.66], ou 
como um poliedro, a saber, a realização geométrica do esquema 
simplicial que mostraremos agora. 

A projeção natural m: S” — P” aplica homeomorficamente cada 
n-simplexo s da triangulação octaédrica de S” sobre sua imagem 
n(s). P” é a reunião dessas imagens 7(s) = m(a(s)) mas elas não 
determinam uma triangulação de P” pois duas quaisquer delas têm 
os mesmos vértices. 
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A fim de obter P” como poliedro, tomamos em S” a subdivisão 
baricêntrica da triangulação octaédrica. Agora, os simplexos de S” 
são suficientemente pequenos de modo que, se dois deles, digamos 
s e 3', têm interseção não-vazia então s U s’ não contém pontos 
antípodas e assim 7 aplica s U s’ homeomorficamente sobre 7(s) U 
m(s'). Por conseguinte, m(s) N a(s’) = 7(s Ns). Então podemos 
considerar as imagens 7(s) dos n-simplexos s € S” e suas faces 7 (t), 
t C s, como os simplexos do poliedro P”, o qual é uma pseudo- 
variedade, como se vê imediatamente. 

Observe-se que, em virtude do Teorema 8, a orientabilidade de 
uma pseudo-variedade não depende da forma como ela foi triangu- 
lada. Se M é uma pseudo-variedade n-dimensional orientável, dois 
n-simplexos s' e s” em M dizem-se igualmente orientados quando 


são parcelas da soma " = 53" s, onde OP = 0. Uma vez fixada a 
seM 
orientação T, suas parcelas são os simplexos orientados positivos. 


A fim de calcular os grupos de homologia de P”, como faremos 
a seguir, é preciso saber quando P” é orientável e quando não é. A 
resposta é dada pelo 


Teorema 9. O espaço projetivo P” é orientável se, e somente se, 
n é impar. 


Demonstração: Quando n é ímpar, atribuimos a 7(s) em P” a ori- 


entação 8 = [7(ao),...,T(an)|, onde s = [ã9,...,Gn] é a orientação 
positiva de s em S”. É verdade que se tem também 7(s) = m(a(s)), 
com a(s) = (— ao,..., —Gn) mas, como n é ímpar, sendo s positivo, 
a(s) também é, logo a orientaçao 3 dada a 7(s), está bem definida. 
Considerando a cadeia TF = 5) 3, vemos que T = q(T), onde 
sepn 
r= © s, logo ôF = ôr(T) = (07) = 0. Assim, H ,(P”) £0 e 
ses” 


consequentemente P” é orientável. 
Se, entretanto, n é par, admitamos por absurdo que P” seja ori- 
entável e tomemos um gerador I = 58 do grupo H,(P"). Em cada 
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n-simplexo de S” fixemos uma orientação s de modo que 7(s) = 5 
seja positivo, isto é, seja uma das parcelas de T. Assim orientados, 
os n-simplexos de S” formam uma cadeia IT = 5:85, que é um n- 
ciclo pois se 81 e 82 são adjacentes então 8 = 7(81) e 52 = T(82) 
também são, logo induzem orientações opostas na face comum e daí 
o mesmo ocorre com s1 e S2. Isto nos dá uma contradição pois s e 


seu antípoda a(s) são parcelas de I. 


Teorema 10. Seja M uma pseudo-variedade n-dimensional. Se M 


é orientável então, tomando coeficientes em Z, o grupo Ha À(M) é 


livre. Por outro lado, se M é não-orientável, Hn—ı(M) possui um 
único elemento a £ O de ordem finita, com 2: a = 0. 


Noutas palavras, se M é não-orientável então H (M) =F& 
Zə, onde F é um grupo livre. 


Demonstração: Evidentemente, os grupos de homologia de um 
poliedro são finitamente gerados. Assim, para provar que H, 1(M) 
é livre quando M é orientável, basta mostrar que sua torção é nula. 
Seja então y E€ Ca(M) tal que, para algum p > 0, tem-se p-y = 
dx, com z E€ C(M). Em cada n-simplexo s € M, fixemos uma 


orientação de modo que a soma F = J` s seja um dos dois ciclos 
seM 
que geram H,(M). Tomemos ainda uma orientação (arbitrária) t 


em cada (n — 1)-simplexo. Então x = aa sey= 2 ot : 


um Ms, kı E€ Z. Qualquer par de pesimiples aoka a es” 

induz orientações opostas na face comum t = s' N s”. De ôx = p- y 
resulta então que My — Msn = +p - k,, ou seja, que mg = Ma 
(mod.p), quando s’ e s” são adjacentes. Da condição c) segue-se 
que os coeficientes m, são dois a dois côngruos mod.p, isto é, existe 
um número r, com 0 < r < p, tal que Mm, = p -qs +r para todo s. 
Então, pondo x’ = 3" qy -s temos 


r=¢ m s=p: X qes+r:D s=p-x' +r T, 
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logo p -y = Or =p-Ox' (pois OT = 0) e daí y = Ox'. Portanto 
ply] = O implica [y] = 0 e H, 1(M) não tem torção. 

Seja agora M não-orientável. Fixemos orientações arbitrárias 
em seus n-simplexos s e ponhamos x = `s. Então dr = 2. a, 
onde 0 £ a = `t é a soma dos (n — 1)-simplexos t que herdam a 
mesma orientação dos dois n-simplexos 8”, 8” tais que s N s” = t. 
A cadeia a é um ciclo pois 2 - da = ððx = 0, mas não é homóloga 
a zero. De fato, se tivéssemos a = Ox”, daí decorreria dx = 2. Ox”, 
logo 9(x — 2x") = 0 e, como não há n-ciclos não-nulos, seria x = 24”, 
mas esta igualdade é absurda pois os coeficientes de x em termos 
da base formada pelos s em C,(M) são todos iguais a 1. Portanto 
a classe de homologia [a] € H,-1(M), tal que 2- [a] = 0, não é nula. 


A classe [a] € H, 1(M) não depende das orientações escolhidas 
nos n-simplexos de M. Com efeito, se tomarmos cadeias x = $` s 
ea = 5,8! formadas tomando essas orientações de duas maneiras 
diferentes, e pusermos Ox = 2 - a, Ox = 2 - a', os (n — 1)-ciclos a e 
a” são homólogos. 

Para provar isto, basta observar que, como as parcelas de a” 
diferem das de x apenas por alguns sinais trocados, tem-se x — x! = 
2-2". Então 2:07" = 2. (3x — 01) =2-(a-—-a). Daí a — a' = dx” 
e [a'] = [a]. 

Mostremos agora que, quando M é não-orientável, a classe [a] 
acima considerada é o único elemento de ordem finita no grupo 
abeliano H, 1(M). Suponhamos então que y seja um (n—1)-ciclo tal 
que p-y = Ox para algum número p Æ 0 e uma cadeia n-dimensional 
v=53'mss. Sey=> krt então p-y => p-krt. Para cada (n—1)- 
simplexo t, a relação p-y = Ox fornece p- ki = my — mr ou p- ki = 
ms +M , conforme os simplexos 8”, 8”, tais que t = sNs”, induzam 
orientações opostas ou a mesma orientação em t. Assim, vemos 
que ms = +m, (mod.p) para n-simplexos adjacentes s’, s” e, pela 
condição c), para dois n-simplexos quaisquer. Fazendo as trocas de 
orientação que forem necessárias nos n-simplexos, podemos supor 


“main?” 


2009/6/16 
page 126 
— 


[SEC. 6: PSEUDO-VARIEDADES 127 


que x =>) mss é tal que ms = Ms (mod.p) para quaisquer s’ e s”. 
Então, como antes, podemos escrever x = p-x'+r-y, onde y = ` s 
é a soma dos n-simplexos de M, com as orientações adequadas. 
Pondo Oy = 2-a, vem p- y = ðx = p- ðx' +r -y =p- x'+2-r-a, 
logo p - (y — ðx') = 2r - a. 

Como a (n — 1)-cadeia a é soma de simplexos orientados, todos 
com coeficiente 1, a igualdade p- (y — Ox”) = 2r - a implica que 2 -r 
é múltiplo de p. Então p- (y — dx) = p-q-a e y— dx = q-a. Daí 
ly] = q- [a]. Como [a] tem ordem 2, concluímos que q = 0 ou q = 1. 
Portanto, toda classe de homotopia [y] # O com ordem finita em 
H„—ı(M) concide com fa]. 


Calcularemos agora os grupos de homologia H,(P”) do espaço 
projetivo n-dimensional, com coeficientes inteiros. Usaremos dois 
fatos básicos. O primeiro é que P” pode ser triangulado, como fize- 
mos acima, sob a forma de uma pseudo-variedade n-dimensional, 
orientável quando n é ímpar e não-orientável se n é par. O se- 
gundo é que se U é o interior de um simplexo n-dimensional em 
P” então o poliedro P” — U tem o subpoliedro P”! como retrato 
de deformação. Isto significa que existe uma aplicação contínua 
p: P” — U SP — U, homotópica à identidade, cuja imagem é 
Pr tal que p(x) = x para todo x € Pr. 

Para definir p, consideraremos o hemisfério norte da triangulação 
octaédrica de S” ou, equivalentemente, uma triangulação da bola 
unitária B”? que, restrita ao bordo S”-!, seja simétrica, isto é, 
junto com cada (n — 1)-simplexo s € S”! contenha também seu 
simétrico st = (-x € Sl. x € s}. Então, identificando cada 
ponto x € S”! com —x, e portanto cada simplexo s € S”! com 
s*, sem qualquer outra identificação em B”, obtemos o espaço pro- 
jetivo P”, tendoP"”! como subpoliedro. 

Dado U = interior de um n-simplexo em B” (portanto em P”), 
fixamos um ponto p € U e definimos a retração po: B” — U > 
B” — U como sendo a projeção radial sobre S"”! a partir de p: 


“main?” 


2009/6/16 
i page 127 
A 


128 [CAP. Ill: HOMOLOGIA SIMPLICIAL 


para cada x € B” — U, po(x) é o ponto em que a semi-reta pz 
corta a esfera S71. Se pusermos u = (x — p)/|x — p|, teremos 
pol) = (x,u) + y (x,u)? +1- |]? (Vide [AR3, pag.112.) É 
claro que po é linearmente homotópica à identidade, A aplicação 


p: P” — I — P” — U procurada é simplesmente p = 70 pọ, onde 
m: Sl — P”! é a projeção natural. 


Exemplo 16. Grupos de homologia do espaço projetivo. Já sabe- 
mos que, tomando coeficientes inteiros, temos H„(P”) = Z quando 
n é ímpar e Ha(P”) = 0 se n é par. Seja agora 0 < r < n. Se 
z € Z(P”) é um r-ciclo, tomando um qualquer n-simplexo s, e 
chamando U = int. s, vemos que z € Z,(P” — U). A aplicação 
p: P” — U — P” — U, acima definida, sendo homotópica à identi- 
dade, induz o homomorfismo identidade p,: H(P"-U) > H4 P”—U), 
portanto |z] = pą|z], ou seja, o r-ciclo z é homólogo em P” — U a 
um ciclo 2”, situado sobre P'"! = p(P” — U). Iterando o processo, 
chegamos a um r-ciclo w sobre P”, homólogo a z em P” — U (logo 
em P”). Se r é par então w = 0 pois zero é o único r-ciclo em P”. 
Assim, quando r é par e 0 < r < n, temos H,(P”) = 0. 

Seja agora r um número ímpar < n. Então w = m- y é um 
múltiplo do ciclo básico y, gerador de H,(P"). Assim, todo r- 
ciclo z em P” é homólogo a um múltiplo de y, portanto H,(P”) 
é um grupo cíclico, gerado pela classe de homologia de y em P”. 
Considerando P” c P"+t c P”, sabemos que 2y = 0x, onde z é 
uma (r+1)-cadeia em P"+!. Logo, vendo y como um r-ciclo em P”, 
temos 2[y| = 0 e assim o grupo cíclico H,( P”) é igual a 0 ou a Zo. 
Para concluir que H,(P”) = Zg, basta mostrar que y não é bordo 
de uma (r +1)-cadeia em P”. Isto é verdade quando r = n— 1, pelo 
Teorema 10. Se for r < n—1 então P"tt c P” —U e, analogamente 
a p, temos uma retração p: P” —U > P” —U, cuja imagem é P+, 
Se fosse [7] = 0 em H,(P”), teríamos [y] = py] = 0 em H,(P"+}), 
ou seja, y seria homólogo a zero em P"*! mas já vimos que, pelo 
Teorema 10, isto não acontece. 
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Podemos então, em conclusão, enunciar o 


Teorema 11. Os grupos de homologia com coeficientes inteiros do 
espaço projetivo P” são: Hi(P") = 0 sen é par e HP) =Z sen 
é impar. Se0<r<n então H,(P”) =0 ser é par e H(P") = Zo 
ser é ímpar. 


Observação: Usando coeficientes em Zo, tem-se H,(P”") = Zo 
para todo r = 0,1,...,n. 


7 O Teorema dos Pontos Fixos de 
Lefschetz 


Nesta seção, os grupos de homologia de um poliedro K serão 
tomados com coeficientes num corpo. Assim, H,(K) é um espaço 
vetorial, cuja dimensão 4, = 5,(K) é chamada o número de Betti 
de dimensão r de K. 

Num espaço vetorial de dimensão finita, um operador T: E > 
E que deixa invariante um subespaço F C E induz no espaço quo- 
ciente um operador T: E/F > E/F, definido por T(x + F) = 
T.x+F,x e E. Diz-se que T é obtido de T por passagem ao 
quociente. 

Se indicarmos por tr -T o traço (soma dos elementos da diagonal 
de uma matriz) de T, veremos que, sendo T|F: F > F a restrição 
de T vale 

tr-T = tr-(T|F) + tr-T. 


Para ver isto, basta usar uma base {v1,..., Un} C E cujos primeiros 
m elementos formem uma base de F, observar que {um+1 +F. . -, Un + 
F} é uma base de E/F e olhar para as matrizes de T, T|F e T nestas 
bases. 

Tenha-se em mente que tr -T' é um elemento do corpo dos coe- 
ficientes. 
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A característica de Euler do poliedro K é a soma alternada 


n 
X(K) = 5 (—1)” a, , onde a, é o número de simplexos de dimensão 
r=0 
ren éa dimensão de K. 


Este importante número inteiro foi introduzido por Euler em 
1758 sob a forma x(K) = V— A+ F, onde V é o número de vértices, 
A é o número de arestas e F é o número de faces de um poliedro 
homeomorfo à esfera S2. Euler percebeu que, neste caso, tem-se 
sempre x(K) = 2. Bem mais tarde, em 1893, Poincaré mostrou 
que, considerando homologia com coeficientes inteiros, x(K) = 


>;(—1)" 6, é igual à soma alternada dos números de Betti de K, 
r=0 
portanto é um invariante topológico (e mesmo do tipo de homo- 


topia) de K. 

Seja f: K — K uma aplicação contínua do poliedro K em si 
mesmo. Indicaremos com f,: C(K) > C,(K) o morfismo (ope- 
rador linear) induzido nas cadeias r-dimensionais por alguma apro- 
ximação simplicial que fixaremos arbitrariamente. A notação frs : 
H,(K) — H(K) significará o homomorfismo induzido por f, (ou, 
equivalentemente, por f) em H,(K), o qual não depende da escolha 
da aproximação simplicial. 

Se dim. K = n, o número de Lefschetz de f é, por definição: 


n 


L(f) = tr (fo) = tr (fu) = 1)" tr (Fns) = S1) tr (frs). 


r=0 


Na verdade, L(f) pertence ao corpo dos coeficientes da homolo- 
gia. Se, por exemplo, tomarmos o corpo Q dos racionais, então L( f) 
será um verdadeiro número, e mesmo um número inteiro, como ve- 
remos logo a seguir. 

Quando f: K — K é homotópica à identidade, f,. é, para todo 
r, o operador identidade, portanto seu traço é igual à dimensão 
de H,(K) vezes o elemento unidade do corpo. Se o corpo tem 
característica zero, podemos identificar esse elemento unidade com 
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o número 1 e então afirmar que tr .( frx) = Br. Assim, se o corpo dos 


coeficientes tem característica zero e f é homotópica à identidade 
então L(f) = x(K). 


ms 


Lema de Hopf. Se tr. (fr) = 


r=0 r 


(=1)" tr (fo). 


0 


Demonstração: Lembrando que H,(K) = Z,/B,, vemos que o 
homomorfismo f,. é obtido de f,|Z,: Z, — Z, por passagem ao 
quociente, logo tr (f,|Z,) = tr (f.|B,) + tr (f,x). Analogamente, 
fe C,/Zr — C,/Zr é obtido de f: C, — C, por passagem ao 
quociente, logo tr .(f,) = tr .(f,|Z,) + tr (f,). (Estamos escrevendo 
C, = CL(K), Z, = Z(K) e B, = B(K).) Ora, o homomorfismo 
bordo ð: C, — B,-4 induz um isomorfismo ð: C,/Z, — B,.1 O 
qual, como f. 100= ðo f,, torna comutativo o diagrama 


C,/Zr z C, /Zr 


5| Ja 


fr-1|Br-1 
Bı ve Bı 


Portanto tr.(f,) = tr .(fr-1|Br-1). Daí tr. (fe) = tr (fZ) + 
tr .(fr-ı|Br-1). Escrevendo tr .(f-1|B-1) = 0 = tr .(fn| Bn), temos 


n n 


X (SI) tr (falBo) = $ II tr (f-1B,)]: 


r=0 r=0 


Say tr.fr = Say “Ttr (4/25) + tr (fr Br) 


= S-11)" . (felz) = tr (fr B,)| 
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Corolário do Lema. Se o corpo dos coeficientes tem característica 
n 
zero então x(K) = > (—1)" B,. 
r=0 
Por conseguinte, a característica de Euler de um poliedro não 
depende de sua triangulação. Ou seja: poliedros homeomorfos têm 
a mesma característica de Euler. 


Teorema 12 (Lefschetz). Seja f: K — K uma aplicação contínua. 
Se L(f) £ 0 então f admite pelo menos um ponto fixo. 


Demonstração: Por absurdo, suponhamos que f não possua pon- 
tos fixos. Então existe c > 0 tal que |x — f(x)| > c para todo 
x E€ K. Como a homologia de K não depende da triangulação, 
podemos supor que todos os seus simplexos têm diâmetro < c/2. 
Seja y: KC) — K uma aproximação simplicial de f. Para todo 
x € K() os pontos f(x) e y(x) pertencem ao mesmo simplexo de 
K, logo |x — q(x)| > |æ — Ha) — | f(x) — (x)| > c— c/2 = c/2. 
Assim, se s é um simplexo em K®™ e x E s, o ponto y(x) não per- 
tence a s. Noutras palavras, sN(s) = Ø para todo s em K™., O 
morfismo fp: C (K) — C, (K) é definido como f, = y o Sd” logo, 
para todo s € C,(K), sua imagem f,(s) é uma combinação linear de 
simplexos do tipo y(t), com t C s, portanto todos eles disjuntos de 
s. Assim, na cadeia f,(s) € C,(K), escrita como combinação linear 
dos elementos da base de C,(K) formada pelos r-simplexos de K, 
o coeficiente de s é zero. Isto significa que a matriz de f, nesta 
base tem todos os elementos da diagonal nulos, logo tr .(f,) = 0. 


Segue-se do Lema de Hopf que L(f) = 0, uma contradição. 


Exemplo 17. Se o poliedro K é acíclico (em particular, contrátil) 
então toda aplicação contínua f: K — K tem pontos fixos. Isto 
nos dá o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, pois a bola B” é 
contrátil. < 


Exemplo 18. Seja f: S” — S” contínua, com grau d, ou seja, 
flel) = d- [2] para toda classe [|z] € Hi(S”). Então L(f) = 
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1 + (=1)"d. Assim, quando n é par, toda aplicação contínua 
f: S” — S” de grau £ —1 tem pontos fixos e, se n é ímpar, têm 
necessariamente pontos fixos as aplicações de grau # 1. Isto per- 
mite à aplicação antípoda S” — S” não ter ponto fixo. < 


Exemplo 19. Consideremos uma aplicação contínua f: P” > P”, 
do espaço projetivo n-dimensional P” em si mesmo. Tomando co- 
eficientes no corpo Z, temos dim H,(P”) = 1 para todo r com 
0 <r <n, logo L(f) = 0 ou L(f) = 1, conforme seja par 
ou ímpar o número de valores de r para os quais o operador li- 
near fx: H(P') > H,(P") é diferente de zero (portanto igual à 
identidade). Se, entretanto, tomarmos coeficientes no corpo Q dos 
números racionais, teremos dois casos possíveis. Se n for par então 
H,(P”) = 0 para todo r > 0. (Não há torção: se uma cadeia x 
é tal que p- x = Oy então q = o(s - y). Logo, aqueles grupos 
H,(P”) que eram Z» com coeficientes inteiros passam a ser nulos 
com coeficientes racionais.) Então L(f) = 1. Assim, quando n é 
par, toda aplicação contínua f: P” — P” tem pontos fixos. Se n é 
ímpar, a homologia de P” com coeficientes racionais é H,(P”) = 0 
se0<r<n e H,(P”)=Qser=0our =n. Então L(f)=1-d 
onde d é o grau de f. Vemos assim que, para n ímpar, d £ 1 asse- 
gura a existência de pontos fixos de f. Como a aplicação antípoda 
não tem ponto fixo, isto mostra outra vez que, quando n é ímpar, 
seu grau é 1. q 


Observações: 1. Como todo grupo abeliano finitamente gerado, o 
grupo de homologia H,(K) com coeficientes inteiros se escreve, de 
modo único, como soma direta H,(K) = FT onde F é um grupo 
livre e T é um grupo finito no qual, naturalmente, todos os elemen- 
tos têm torção. É claro que, se usarmos coeficientes racionais, todas 
as classes de homologia pertencentes a T anulam-se pois p - [2] = 0 
implica [z] = E - plz] = 0 caso p £ 0. Mais ainda: tomando coe- 
ficientes racionais, a dimensão do espaço vetorial H,(K) coincide 
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com o posto (número de geradores livres) de T. Para concluir isto, 
basta ver que toda relação X` m;-[2;] = O com coeficientes racionais 
implica na relação X` qmilz;] = 0 com coeficientes inteiros se tomar- 
mos q = m.m.c. dos denominadores dos m;. (O resto do argumento 
são detalhes.) Segue-se que 8, (K) = posto da parte livre de H,(K), 
com coeficientes inteiros. Assim, por exemplo, x(S”) = O sen é 
impar e x(S”) = 2 se n é par. 


2. O Teorema 12 implica num resultado básico de Topologia Dife- 
rencial e de Sistemas Dinâmicos: se uma superfície compacta M 
tem característica de Euler diferente de zero então todo campo 
contínuo de vetores tangentes a M possui ao menos uma singu- 
laridade (isto é, em algum ponto de M o campo se anula). Com 
efeito, supondo o contrário, teríamos um campo v de vetores tan- 
gentes a M, o qual podemos supor diferenciável, com v(x) # 0 para 
todo x € M. Definimos então uma aplicação f: M > M, sem 
pontos fixos, homotópica à identidade, fixando um número € > 0 
suficientemente pequeno e pondo, para cada z E€ M, f(x) = ponto 
obtido deslocando x ao longo da órbita que se origina em x, por 
um tempo ec. 


3. O significado do número L(f), conforme concebido original- 
mente por Lefschetz é o seguinte: se K é uma superfície triangu- 
lada, a cada ponto fixo isolado a da aplicação contínua f: K — K 
associa-se um índice, que é o grau local da aplicação x — f(x) — 
xz (em termos de uma parametrização de uma vizinhança de a), 
aplicação essa que tem a como zero isolado. Lefschetz provou que 
toda f: K — K pode ser aproximada por (logo é homotópica a) 
uma aplicação cujos pontos fixos são todos isolados e que a soma 
dos índices é igual a L(f). 

Por exemplo, se f: S? — S? é dada por f(z) = 22, seus pontos 
fixos são 0, 1e oo. Considerando y(z) = 2?—z, temos '(z) = 22-1, 
logo os graus locais são iguais a 1. A soma dos graus locais é 3, o 
que coincide com o número de Lefschetz L(f) = 10 + 2 = 3. 
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8 Homologia ordenada 


Um r-simplexo ordenado num poliedro K é uma seqüência 
(s) = (ao,..., ar) cujos termos a; são vértices (não necessariamente 
distintos) de um mesmo simplexo de K. 

Os elementos do A-módulo livre c, (K), gerado pelos r-simplexos 
de K, são chamados as r-cadeias ordenadas de K com coeficientes 
em A. Cada uma destas é uma combinação linear x = 5) a(s) - (s), 
onde x(s) E A para cada r-simplexo ordenado (s). Os homomorfis- 
mos ð: c(K) > c,1(K), definidos por 


a(s) = X (—1'(ao,...,ãj... 10) se (8)=(a0,...,0r), 
cumprem a condição d0 = 0, logo a sequência 
(KO): ee (ÃO) > cal) > «= — col) 


é um complexo de cadeias, cujos grupos de homologia serão denota- 
dos por h,(K) e chamado os grupos de homologia ordenada de K, 
em contraposição aos grupos de homologia orientada H,(K) que 
vínhamos considerando até agora. 

Para provar que 99 = 0, indiquemos com Ô;(s) = (ao,..., Gi; ..., 
ap) a i-ésima face do simplexo ordenado (s) = (ao,...,a,). Temos 
O;dils) = O10j(s) se 0 < j < i e O;dils) = 0;0;n(s) quando 
0 <i <j. Por conseguinte, para todo r-simplexo ordenado (s) 
vale: 


d0(s) = O (peman) = Adote 0;0:s) 
= De) Jiti 9,0i(s Da Jiti B,0, 4a (8). 


Substituindo, no segundo somatório, 1 por j e j + 1 por i temos: 


a(s) = X (tools) + X (1) 9,08) = 


j<i j<i 
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Uma aplicação simplicial f: K — L induz um morfismo f: e(K) 
— €(L), indicado com o mesmo símbolo f e definido, em cada di- 
mensão r, pelo homomorfismo f,: c(K) — c,(L), dado pelas igual- 
dades f,(ao,...,ar) = (f(ao),..., f(ar)), onde (ao,...,ar) = (s) é 
um simplexo ordenado de K. A condição do fp = f.-100 é facil- 
mente verificada. Quando não houver perigo de confusão, escreve- 
remos simplesmente f: c(K) > c(L) em vez de f,. Tem-se então 
os homomorfismos f.: h(K) > h,(L), induzidos em homologia 
ordenada, com (go f).= gx° fs se g: L > M é também simplicial. 


Vamos mostrar que h,.(K) é isomorfo a H,(K) para todo r > 
0. Há um morfismo natural y: e(K) — C(K), definido pondo-se 
plao, ..., Gr) = [ã0,..., ar] para todo r-simplexo (s) = (ão,..., Gr). 
(Lembremos que [ao,...,a,| = O se a segiência (s) tem termos 
repetidos.) Conforme vimos no final da Seção 2, vale 3 (—1)' [ao,..., 
ài;,...,0) = 0 se o simplexo [a9,...,ar| é degenerado. Aquele 
mesmo argumento mostra que > (—1)*-(ao,...,G;,.. a) = 0 se a 
sequência (ao, .. . , Gr) tem repetições. Segue-se daí que pod = do, 
logo y: e(K) — C(K) é um morfismo. 


Afirmamos que o homomorfismo induzido q: h(K) > H(K) 
é, para todo r > 0, um isomorfismo. Para provar isto, definimos um 
morfismo Y: C(K) — e(K) tal que Y o py, = id: h(K) > A(K) 
e px 0 Yx = id: H(K) > H,(K). Para obter ọ, usaremos uma 
relação de ordem entre os vértices de K, que fixaremos agora (de 
modo um tanto arbitrário), em relação à qual os vértices de um 
mesmo simplexo estão linearmente ordenados. (Uma tal relação 
de ordem chama-se admissível.) Em seguida tomamos a base de 
C,(K) formada pelos r-simplexos orientados s = [ao,..., Gr] tais 
que ao <a <--: < ar na ordem que adotamos. Então pomos 
p(s) = (ag,...,G) e isto determina homomorfismos Y: C,(K) — 
cr(K), para r > 0, sendo claro que yo O = d o y. 


Temos poy = id: C(K) > C,(K), logo pow, = id: H(K) > 
H,(K). Além disso boy: c(K) > e(K) é transportado pela 
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identidade (vista como transporte acíclico), logo Yop, = (Joy), = 
id: h(K) > h,(K), como queríamos demonstrar. (Aqui, estamos 
usando o Teorema 5 para cadeias ordenadas, mas é claro que ele 
também vale neste caso, com a mesma demonstração.) 

Embora não se preste tão bem para calcular a homologia em 
exemplos elementares, a homologia ordenada possui uma flexibili- 
dade que a torna útil em situações de natureza geral, como veremos 
adiante. 


9 Cohomologia simplicial 


Conforme as definições gerais do Capítulo I, as r-cocadeias (ori- 
entadas) de um poliedro K, com coeficientes no anel 4, são os ho- 
momorfismos u: C,(K) — A. Elas constituem o A-módulo C”(K) 
ou, quando convier ser mais específico, C"(K; A). Estes módulos 
compõem o complexo 


5 EE usa És dam 
SD... SC IK) — CK), 


C*(K) = CYK;A): COK > CK) 
onde n é a dimensão de K e ô: C'(K) — C"H!(K) é o homomor- 
fismo adjunto de O: C,41ı(K) > C, , isto é, (du)(x) = u(ðôx) para 
toda cadeia x € Cy(K) e toda cocadeia u € CT(K). 

Como toda cadeia x € C,(K) se escreve, de modo único, sob a 
forma x =5 x,:s, com x, E€ À, a fim de definir um homomorfismo 
u: C(K) — A basta atribuir arbitrariamente o valor u(s) € A para 
cada r-simplexo orientado s, exigindo apenas que se tenha u(—s) = 
—u(s). Portanto, podemos considerar as r-cocadeias u € C'(K) 
simplesmente como funções definidas nesses simplexos, com valores 
em 4, tais que u(—s) = —u(s). Uma base natural de r-cocadeias, 
dual da base formada por r-simplexos orientados, é o conjunto das 
cocadeias s* tais que s*(s) = 1, s*(—s) = —1 e s*(t) = 0 se t Æ s. 
Segue-se das definições de ð e ô que ós* = X` t, soma estendida 
aos (r + 1)-simplexos orientados t dos quais s é uma face (com as 
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dt” = sÍ + s3 


Figura 24. 


orientações induzidas). Esta observação nos permite olhar para os 
elementos de C”(K) como cadeias orientadas munidas do operador 
de cobordo ô em vez do operador de bordo ð. 


Exemplo 20. Numa pseudo-variedade de dimensão 2, se t = [a,b] 
é um 1-simplexo orientado, com t = sı N s2 onde 8, = [c,a,b] e 
so = |d, a,b] então dt* = sj + s3. < 

Esta interpretação geométrica de C"(K) e ô é conveniente nos 
exemplos e na visão intuitiva da cohomologia simplicial, porém, 
em argumentos de natureza geral e nas demonstrações, a definição 
inicial C” (K) = Hom(C,(K), A) é bem superior. 

Podemos também considerar o A-módulo c"(K) das cocadeias 
ordenadas, cada uma das quais é um homomorfismo u: c(K) — 
A. Estes módulos compõem o complexo e*(K) no qual o cobordo 
ô: (K) — cTI(K) é definido como o homomorfismo adjunto 
do bordo O: con(K) > c& (K), isto é, (0u)(x) = u(dx) para toda 
£ € cr41ı( K). Novamente, como c;(K) é livre, tendo como base 
o conjunto dos r-simplexos ordenados (s) = (ao,...,,), podemos 
olhar para uma r-cocadeia ordenada como uma função arbitrária 
u, definida nos r-simplexos ordenados de K, com valores em 4, e 
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du E crH(K) como a função dada por 


r+ 


(6u(s)=5> (—1Ju(ao,...,6,...,Qr41) se (8) = (00,...,Gr41). 


i=0 
Então C"(K) pode ser considerado como o submódulo de c"(K) 
formado pelas r-cocadeias anti-simétricas u, isto é, tais que 


u(as(0), Ea , Gar) eg” u(ao, kezi ar) 
para todo simplexo ordenado (s) = (ao,...,a,) e toda permutação 
o de {0,1,...,r}. Esta igualdade assegura que u(s) = O se o sim- 
plexo (s) é degenerado, e que u(—s) = —u(s). 


A aplicação de inclusão i: C'(K) — c"(K) induz o isomorfismo 
i*: H(K) > h'(K) entre as cohomologias orientada e ordenada 
de K. 

Com efeito, vimos há pouco que os morfismos q: c(K) — 
C(K) ey: C(K) > c(K), definidos na Seção 8, são tais que yoy 
e yo) são algebricamente homotópicos às aplicações identidades 
correspondentes, logo induzem isomorfismos p4: A (K) > H,(K) e 
Ve: H,(K) > h,(K), inversos um do outro. Tomando os homomor- 
fismos adjuntos p!: C(K) > (K), p!: (K) > C'(K), bem 
como os adjuntos das homotopias algébricas consideradas, vemos 
que y! e q)! induzem isomorfismos (um inverso do outro) entre 
os grupos de cohomologia H"(K) e h"(K). Assim, todo cociclo 
ordenado é cohomólogo a um cociclo anti-simétrico. 

É útil observar que se os cociclos u,v € c (K) coincidem nos 
simplexos (s) = (ao,..., ar) cujos vértices estão ordenados cres- 
centemente em relação a uma ordem admissível então u e v são 
cohomólogos (em c"(K)). Com efeito, 


lu] = ow [u] = qb! (u)] = fp! (v)] = yio] = fo. 
Conforme mencionamos anteriormente, a correspondência Ki» 


H,(K) é um functor covariante da categoria dos poliedros na cate- 
goria dos A-módulos, isto significando que a cada aplicação contínua 
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f: K — L entre poliedros corresponde um homomorfismo fs: H,(K) 
— H,(L) de A-módulos, de tal modo que se f: K > Kéa 
aplicação identidade então f: H(K) > H,(K) é o homomor- 
fismo identidade e, se g: L > P é outra aplicação contínua entre 
poliedros, tem-se fx o gx = (go D.: HL(K) > H,(P). 

Analogamente, a correspondência K — H"(K) é um functor, só 
que desta vez contravariante: a cada aplicação contínua f: K > L 
corresponde um homomorfismo f*: H'(L) — H'(K) de tal modo 
que (go f)* = f* o g*: H(P) > H(K) seg: L > P é outra 
aplicação contínua entre poliedros; além disso (id)* = id: H'(K) > 
H"(K). Isto se comprova simplesmente chamando de f*: H'(K) — 
H"(K) o homomorfismo induzido pelo adjunto f! : C'(L) > C'(L) 
do morfismo f: C(K) — C,(L) definido a partir de uma apro- 
ximação simplicial de f, como na Seção 5. 


Teorema 13. Seja M uma pseudo-variedade n-dimensional. O 
grupo de cohomologia H"(M), com coeficientes inteiros, é cíclico 
infinito (portanto isomorfo a Z) se M é orientável e é isomorfo a 
Zə se M é não-orientável. 


Demonstração: Suponhamos inicialmente que M seja orientável e 
fixemos o ciclo T = $` s, gerador de H,(M), ou seja, adotemos uma 
orientação em M. Como não há simplexos de dimensão n + 1, toda 
n-cocadeia é um cociclo. Em particular, se s é qualquer n-simplexo 
orientado, s* é um cociclo. Afirmamos que nenhum múltiplo p - s*, 
com p 0, é um cobordo. De fato, p- s* = ôu implicaria 


p =p: s* (s) = p- 8*(T) = ôu(T) = u(ðl) = u(0) = 0. 


Mostremos agora que a classe de cohomologia [s*| gera H”(M) 
que é, portanto, cíclico infinito. Com efeito, se sy e S2 são n- 
simplexos adjacentes, positivamente orientados, com sy N S2 = t 
então, tomando em t a orientação induzida por sı , temos dt* = sj— 
s3, logo [81] = [s3]. Segue-se então da condição c) da definição de 
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pseudo-variedade que [sf] = [s3], sejam quais forem os n-simplexos 
positivamente orientados sy e S2. Como H'(M) é gerado pelas 
classes de cohomologia [s*|, concluímos que este grupo é cíclico in- 
finito. 


Caso M seja não-orientável, mostraremos que, dado qualquer n- 
simplexos orientado s, H"(M) é gerado pela classe de cohomologia 
[s*], que é £ 0 e cumpre 2- [s*] = 0. 


Com efeito, seja (81,...,Sk) um circuito desorientador em M 
com sı = s. Lembrando que sp = —s1, atribuamos a cada face 
comum t; = sN sSi+ı (i = 1,...,k— 1) a orientação t; nela induzida 
por s; e formemos a cocadeia u = tj +--+ tj 4. Temos dt; = 
sš — S{ņı para i = 1,...,k — 2 e ôt%_ı = SiS = Sý_ı +S]. 
Portanto ĝu = sł — s5 + s3 — s3 +- + s% = 287. Assim, 2[s*] = 


0. Como as classes da cohomologia do tipo |s*] geram H”(M), 
concluímos que 2a = 0 para toda a € H"(M). A cocadeia s* 
não é cohomóloga a zero. Isto se vê quando se observa que, se 
chamarmos de par a uma n-cocadeia ` k,s* tal que a soma 5 k, 
dos coeficientes é um número par, então o cobordo da cocadeia 
t*, associada ao (n — 1)-simplexo t = sı N s2 é a cocadeia par 
ót* = +(8j — 85) e daí o cobordo de qualquer (n — 1)-cocadeia é par. 
Como s* não é par, tem-se |s*] Z 0. Para completar a prova de que 
H"(M) = Zo, basta ver que se sı e s2 são n-simplexos adjacentes, 
com sı N s2 = t, então dt* = +sj + s} logo [sj| = [s3] pois a = —a 
para todo a € H”"(M). Segue-se da condição c) da definição de 
pseudo-variedade que [87 
em M, portanto H"(M) 


| = [83] para quaisquer dois n-simplexos 
= Zo. 


Exemplo 21. A Figura 25 representa o esquema simplicial de uma 
triangulação da garrafa de Klein. É um quadrado, decomposto em 
18 triângulos. Como no caso do toro, cada aresta do bordo é iden- 
tificada com uma aresta do lado oposto, só que agora, imaginando 
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Figura 25. 


o quadrado como [0, 1] x [0,1] em R?, cada ponto (0, y) é identificado 
com (1,y) mas cada ponto (x, 0) é identificado com (1—x, 1). Assim, 
a colagem dos dois lados verticais é a mesma do toro mas nos lados 
horizontais do bordo, faz-se uma inversão do sentido antes de colar. 
A linha em ziguezague acentuada na figura é uma 1-cocadeia cujo 
cobordo é 2s*, onde s é o triângulo hachurado. < 


Exemplo 22. Cohomologia de dimensão zero. Ao contrário da 
homologia, nem toda cocadeia 0-dimensional é um cociclo. Por 
exemplo, se a é um vértice do poliedro K e a* é sua cocadeia dual, 
temos ĝa*=%_ sž , soma estendida a todos os 1l-simplexos s;=[b;, a] 
em K que têm a como um dos seus vértices. A Figura 26 exibe o 
cobordo da*, onde a é um vértice do toro T?. 

Como não há cocadeias de dimensão —1, temos Hº(K) = Zº (coci- 
clos de dimensão zero). Se ay,...,ap são os vértices do poliedro K 
e, para cada i = 1,...,p, a; é a O-cocadeia igual a 1 no vértice a; e 
zero nos demais vértices então u = aj +--- + aj é uma 0-cocadeia 
que assume o valor 1 em cada vértice de K, logo é um cociclo pois, 


para toda 1-cocadeia x = ` a, s com s = |as, bs] temos 
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Figura 26. 


(ôu)z = u(dx) = Sas(u(b,) — u(as)) = 0. Ses = [a,b] é um 
I-simplexo e v € Z? é um O-cociclo então O = óu(s) = v(ðs) = 
v(b) — v(a), logo v(b) = v(a). Se K é conexo, segue-se que todo 
O-cociclo é constante nos vértices de K, portanto é um múltiplo 
de u. Concluímos que se K é um poliedro conexo então Hº(K) = 
A = anel dos coeficientes. Se K = KU--- UK, é a reunião 
de p componentes conexas, é claro que H"(K) é a soma direta 
H(K)€---. 6 H'(K,) e isto vale, em particular, quando r = 0. < 


Exemplo 23. Cohomologia do toro TZ. Novamente consideraremos 
a triangulação do toro bidimensional T? que o representa como o 
poliedro descrito no Exemplo 4. Como se trata de uma pseudo- 
variedade orientável, temos HT?) = A = HHT?), onde A é o 
anel dos coeficientes. Vamos mostrar que H!(T?) = AG A é um 
A-módulo livre com dois geradores [u] e [v], onde os cociclos u e v 
estão indicados na Figura 27. 
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Figura 27. Os cociclos u e v cujas classes de cohomologia 
geram HIH(T?). 


Lembremos que H,(T2) é um A-módulo livre, gerado pelas classes 
de homologia [a] e [b], onde a é a soma dos segmentos horizontais 
do bordo do quadrado, orientados da esquerda para a direita, e b é 
a soma dos segmentos verticais do bordo, orientados de baixo para 
cima. (Vide Exemplo 11.) As classes de cohomologia [u] e Ju] são 
linearmente independentes pois se tivéssemos a - [u] + 8 - [v] = 0, 
com q, 8 € A, ou seja, a-u+8B-v = ôw, w € C?(T?), daí resultaria 
a = (au + Bv) (a) = ów(a) = w(da) = w(0) = 0 e, analogamente, 
B = 0. Resta mostrar que fu] e [v] geram H!(T?). Ora, dado 
qualquer cociclo w € Zt, tomando a = w(a) e 8 = w(b), afirmamos 
que [w] = a ; [u] + 8- [v], ou seja, que W = w — a - u — 8 - v é um 
cobordo. É claro que W(a) = W(b) = 0. Como todo I-ciclo é 
da forma z = a-a+8-b+ôx, com x € C(T?), segue-se que 
w(z) = 0 para todo I-ciclo z. Resta apenas mostrar que, num 
poliedro conexo K, uma 1-cocadeia W que se anula em todo 1- 
ciclo é um cobordo. Para achar uma 0-cocadeia c tal que dc = W, 
notemos que esta condição já defina c no submódulo Bo( K) pondo 
c(0x) = w(x). Não há ambiguidade, pois Ox = Ox' > (x — x!) = 
0 > vw(lr— x) = 0 > w(x) = w(x’). Em seguida, estendemos o 
homomorfismo c: Bo(K) — A a todo o módulo Co(K) fixando um 
vértice a € K, notando que toda cadeia y € Co(K) se escreve, de 
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modo único, como soma y = (In y)-a+(y—(In y)-a) de um múltiplo 
de a com a cadeia y — (In y) - a, que tem índice zero, logo pertence 
a Bo(K) conforme o Exemplo 6. Ou seja, y = (In y) - a + dz, 
x € Ci(K). Pomos então c(y) = c(dx) = w(x) e temos w = dc. 


Observação. Admitindo que A é um anel principal, Bo(K) é livre, 
como submódulo do módulo livre Co(K) e então podemos omitir 
o argumento final da demonstração, invocando o Teorema 2 do 
Capítulo I. 


10 O anel de cohomologia 


Vamos introduzir uma aplicação bilinear H(K) x H(K) > 
HI" (K), ou seja, uma multiplicação, que torna a soma direta 
H*(K) = GH'(K) um anel, chamado o anel de cohomologia do 


poliedro K. i 


Inicialmente, definimos o produto uw de duas cadeias ordenadas 
u € (K), v € e (K) como a (q +r)-cocadeia tal que 


(u - v) (ao, ..-, agyr) = Ulao, . . . , Qq) © Ulag,- - , agr) 
para todo (q + r)-simplexo ordenado (s) = (ao,...,ag+) em K. A 
aplicação bilinear c(K) x e (K) > c" (K) que esta multiplicação 
define torna a soma direta c*(K) = @ (K) um anel, no qual se 


tem 
ôļu v) = ĝu -v + (—1)l u - ôv se u € A(K) evec(K), 


como se verifica sem dificuldade. Segue-se daí que o produto de 
dois cociclos é um cociclo e o produto de um cobordo por qualquer 
cocadeia é ainda um cobordo, logo 2*(K) = @ z"(K) é um subanel 


de c*(K), no qual (K) = @b (K) é um ideal bilateral e assim 
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h*(K) = Bh(K) = (2 (K))/b" (K) é um anel no qual o produto 
de [ul € h(K) por [v] e h”(K) é [u] - [v] = [u - v] eh (K). 


Em relação à multiplicação acima definida em c*(K), o submó- 


dulo C*(K) = €EBC'(K) das cocadeias anti-simétricas não é um 


subanel de c*(K). Além disso, embora seja verdade que [v] - [u] = 
(— 1)” [ul - [v] quando [ul € A(K) e [v] € h”(K), isto não é óbvio 
a partir da definição dada. Para remediar a situação, passamos a 
definir o produto de cocadeias anti-simétricas. 

Com este fim, introduzimos uma ordem admissível entre os 
vértices de K. (Logo em seguida, veremos que, no nível de co- 
homologia, a ordem escolhida é irrelevante.) 

Usando essa relação de ordem, definimos o produto das co- 
cadeias anti-simétricas u € C4(K), v € C'(K) como a cocadeia 
anti-simétrica u U v € CIT (K) tal que 


(u U v)(ao,..., aq4r) = ulao, .. . 09) COLO 2; Og) 


se o simplexo (s) = (ao,..., Gq+r) tem seus vértices ao <--- < Qq4r 
em ordem crescente. (Se (s) é degenerado, tem-se (u U v)(s)=0 e 
se (s) = (as(0) ++» Qo(q+r)) COM ao < +: < agyr então (UU v)(s) = 
Eo (u U v) (ao, sds 

Com esta definição, C"(K) = @ C" (K) é um subanel de c*(K) 
eó(uUv) = (ðu) Uv + (=1)t udp sé u € CU(K) ev € C”(K). Daí 
resulta que os cociclos formam um subanel Z*(K) = @ Z"(K) no 
qual os cobordos constituem um ideal bilateral B*(K) = DB(N), 
portanto a multiplicação HI(K) x H(K) > H+ (K), dadá por 
lu] U [v] = [u U v], está bem definida. 

Se u € C4(K) ev € C"(K) são cadeias anti-simétricas, elas são, 
em particular, cocadeias ordenadas, logo têm sentido os produtos 
u-v euUv em ct. Estes produtos são, em geral, diferentes porém 
se u e v são cociclos tem-se [u-v] = [uUv], ou seja [ul-[v] = [u] U [v]. 
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Com efeito, os cociclos u -v e u U v coincidem nos simplexos 
(ao, .., Gg+r) tais que ao < ++: < agr €, como vimos na Seção 9, 
isto assegura que fu - v] = [u U v]. 

A igualdade [u]-[v] = [ulU[v] quando fu] € H(K) e [v] € H(K) 
mostra que o produto [u] U [v] não depende da ordem admissível 
usada para defini-lo. 

Provaremos a seguir que esta multiplicação faz de H*(K) = 


@® H'(K) um anel graduado anti-comutativo, isto é, que se tem 


lu] U [v] = (—1)” [v] U [u] se [u] € HH(K) e [v] e H"(K). 


A fim de facilitar as manipulações, para todo q € N, escrevamos 
T=1+2+--- +q = qq + 1)/2. Notemos que +F +q+r = 
gr (mod 2). Com efeito, as expressões q = q(q+1)/2,7 = r(r+1)/2 
eq+r = (q+r)(g+r+1)/2) nos dão imediatamente q7+?+ q+r = 
2q+ 27 + gr = gr(mod 2). 

Observemos ainda que, escolhida uma ordem admissível em K, 


a partir dela podemos definir o produto u U v de cocadeias e, u- 
sando a ordem inversa, o produto u V v. Como a multiplicação em 
cohomologia não depende da ordem escolhida, se u e v são cociclos 
tem-se fu] U fb] = [ul v [o]. 

Dadas as cocadeias u € C4(K), v € C'(K), se os vértices do 


simplexo (ao,...,Gg+r) estão em ordem crescente, temos: 
[asa ss) = Uns , aq) UG as ga] 
= (—1)° - ufaq,- 00) (1) -vlagrr,.--, 09) 
= (Dt v(ag+r, - - - , aq) < Ulag, see; 00) 


) 
= (1HE (v U u) (agyr -3 00) 
) 


= (—1)” (v V u) (ao, ..., ar). 
Se u e v são cociclos, concluímos que 


[u] U [o] = (-Dº [e] v [u] = (=1)% [v] U [u]. 
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Exemplo 24. Em qualquer poliedro conexo, a multiplicação Hº(K) 
x H'(K) > H'(K) é simplesmente (a - [u) » a - fu], a € A. Na 
esfera S”, o produto [u] U [v] é zero se dim[u] > 0 e dim[v] > 0. 
Um exemplo não-trivial é dado pelo toro T2. A fim de determi- 
nar a multiplicação HH(T2) x HT?) > HHT?), a única não- 
trivial, é suficiente calcular o produto [v] U [ul], onde [v] e [u] são 
os geradores livres de H!(T?) mencionados no Exemplo 23, pois 
lu] U fu] = [v] U fv] = O pela anti-simetria do produto. 


> 


1 | 2 
v 


Figura 28. Esta figura contém as cocadeias u e v da figura 
27. Vê-se que u U v é a cocadeia [1, 2, 3]*. 


Escrevendo a cocadeia u como soma de parcelas do tipo [a, b]* 
e v como soma de parcelas |x, y]*, vemos que todos os produtos 
|x, y|*U fa, b|* são nulos, exceto w = [1, 2]*U [2, 3]* pois, diretamente 
a partir da definição, w([1,2,3]) = [1,2]*([1,2]) - [2,3]*([2,3]) = 1. 
Assim v U u = w. Como w(s) = 0 para todos os 2-simplexos de T? 
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diferentes de [1,2,3], temos w = [1,2,3]*. (Na definição do produto 
v U u estamos utilizando qualquer relação de ordem admissível na 
qual 1 < 2 < 3.) Portanto [v] U [u] é a classe de cohomologia de um 
gerador de H?(T?). 

Uma aplicação simplicial f: K — L entre os poliedros K e L 
induz, como sabemos, para cada r = 0,1,..., um homomorfismo 
f: c(K) > e(L), cujo adjunto f': c(L) > c(K) satisfaz, além 
da condição f'(ôu) = ôf! (u) para toda u € c'(L), a igualdade 
f' (u-v) = f'(u)- f!(v). Portanto os homomorfismos induzidos 
f*: H'(L) — H"(K), definidos por f*(fu]) = [f'(u)], cumprem a 
condição f*([ul U [vl) = f*([ul) = f*([v]), ou seja, são homomorfs- 
mos de anel. 

Usando aproximação simplicial, vemos que toda aplicação conti- 
nua f: K — L induz homomorfismos de anel f*: H"(L) > H'(K). 
Como (go f)* = f*og* e (idr)* = idyr(x) , concluímos que poliedros 
homeomorfos têm anéis de cohomologia isomorfos. 

O exemplo seguinte exibe dois poliedros cujos módulos de coho- 
mologia são isomorfos mas os anéis não são. 


Exemplo 25. É praxe em Topologia escrever X VY para represen- 
tar a reunião dos espaços topológicos X e Y que têm um ponto em 
comum. Com esta notação vemos que o poliedro K = S2v Stv S! 
tem os mesmos grupos de homologia e de cohomologia que o toro 
T? porém a multiplicação na cohomologia de K é trivial, o que não 
ocorre em T?. Noutras palavras, os grupos de cohomologia de K e 
T? são isomorfos mas os anéis não. 
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Homologia Singular 


Diferentemente da cohomologia de deRham, que é definida ape- 
nas para superfícies diferenciáveis, e da homologia simplicial, que 
só se aplica a espaços homeomorfos a poliedros, a homologia sin- 
gular tem sentido para todos os espaços topológicos, ou seja, sua 
abrangência é a maior possível. Além disso, suas definições básicas 
são as mais simples e sua invariância topológica é imediata. Em 
compensação, em muitos casos concretos ela perde no significado 
intuitivo e na calculabilidade. 


1 Primeiras definições 


Indicaremos com A, o simplexo r-dimensional cujos vértices eo, 


e1,...,€r formam a base canônica de RI. Assim, 
r 
Ar, = {(to;,.- tr); ti > 0, Xot =1}. 
i=0 


Um r-simplexo singular no espaço topológico X é uma aplicação 
contínua o: A, > X. 

Seja S (X) o A-módulo livre gerado pelos r-simplexos singu- 
lares de X. Os elementos de S,(X), chamados as r-cadeias sin- 


150 
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gulares de X com coeficientes no anel 4, são portanto as com- 
binações lineares finitas x = 5) x, - o de r-simplexos singulares o, 


onde x, E€ A. Quando houver necessidade, escreveremos S,(X; A) 
em vez de S, (X). 


Para i = 0,1,...,r, a i-ésima face dos r-simplexo o: A, > X 
é o (r — 1)-simplexo ô;o: A, 4 — X, definido por 


dio(to, RT ag tic) = a (to, Sa shats Ot E tr). 


O operador bordo O: S,(X) —> S,1(X) é o homomorfismo defi- 


nido por do = X` (—1)' d,0 para todo r-simplexo o: A, > X. 
i=0 
Com o mesmo argumento usado para cadeias simpliciais orde- 


nadas, mostra-se que ð o O = 0, de modo que a sequência 


SA psd GADO = O 
é um complexo de cadeias, chamado o complexo singular do espaço 
X. Os grupos de homologia H,(X) desse complexo são chamados 
os grupos de homologia singular de X. 

Uma aplicação contínua f: X > Y induz, para cada r > 0, um 
homomorfismo f: S (X) > S,(Y), indicado com o mesmo símbolo 
f e definido por f(o) = foco: A, — Y para todo r-simplexo 
singular o: A, > X. É imediato que Of(o) = f(do), portanto fica 
definido um morfismo f: S(K) — S(Y), e daí, para cada r > 0, 
um homomorfismo f.: H,(X) > H,(Y), chamado o homomorfismo 
induzido por f. Tem-se (g o f)s = gx ° fa: HL(X) > H,(Z) se 
g: Y — Z é outra aplicação contínua, e a aplicação identidade X — 
X induz o homomorfismo identidade H,(X) — H,(X). Portanto, 
quando f: X — Y é um homeomorísmo, f+: H(X) > H,(Y) é 
um isomorfismo. 

Se Y C X é um subespaço, os A-módulos S,(Y), com o opera- 
dor bordo O: S(Y) > S,-1(Y), formam um subcomplexo S(Y) C 
S(X) e os grupos de homologia do complexo quociente, formado 
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pelos A-módulos S,(X)/S,(Y) com o operador O: S(X)/S(Y) — 
X)/S,1(Y), são indicados por H,(X,Y) e chamados os gru- 
pos de homologia relativa de X mod Y. 

Se Y C X e Y' C X', uma aplicação contínua f: X > X’ tal 
que f(Y) c Y' chama-se uma aplicação contínua do par (X,Y) no 
par (X', Y”) e escreve-se f: (X,Y) > (X',Y9. Então o morfismo 
f: S(X) > S(X” é tal que f(S(Y)) c S(Y9) e, por a ao 
quociente, fica bem definido o morfismo f: S(X )/S( \)/S(Y X’) / 
S(Y), donde o homomorfismo induzido fx: H(X,Y) — P ps Y’) 
para cada r > 0. 

As seqüências exatas curtas 


T E SO) E E, 
dão origem à seqüência exata de homologia singular do par (X,Y): 


Ss H,(Y) EN HAX) es H,(X,Y) ER A pd 


Exemplo 1. Homologia de dimensão zero. Um O-simplexo no 
espaço topológico X é simplesmente um ponto p E€ X. Como não 
há simplexos de dimensão —1, tem-se dp = 0. Assim, toda 0- 
cadeia é um ciclo. Como no Exemplo 6 do Capítulo III, definimos 
um homomorfismo In: So(X) — A estipulando que In(p) = 1 para 
todo p € X, logo In(x) = 2 Tp se x = 2 £p: p. Quando a 0-cadeia 


TAE A p é um bae digamos x = Oy, com y = D Vo O 


cada o: Ay > X (onde A; = (e0,€1)) é um caminho em x, com 
oleo) = po e o(e1) = qo , logo do = qo — po e In(x) = In(dy) = 
In(5) yo: 00) = M(X yo: (go — po)) = E yo * In(go — Po) = 0. 
Portanto o índice In(2) de todo 0-bordo é bro: No caso em que X é 
conexo por caminhos, vale a recíproca: se In(x) = 0 então a O-cadeia 
= Su - pi é da forma x = Oy com y € Si(X). De fato, fixando 


i=1 
um ponto a € X, tomamos caminhos 01,...,0p: A1 > X tais que 
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oi(eo) = a e o;(e1) = p; e, formando a 1-cadeia y = 2 x;0; , temos 
i=1 
dy =>, xipi — (> vi)a = z. Portanto o núcleo do homomorfismo 
In: So(X) — A é Bo(X). Equivalentemente: duas 0-cadeias em 
X são homólogas se, e somente se, têm o mesmo índice. Como 
So(X) = Zo(X), concluímos que In induz um isomorfismo Ho(X) = 
A quando X é conexo por caminhos. O caso de um espaço X 
qualquer se reduz a este se notarmos que, para todo r > 0, vale 


H(X) = & H(X), onde (X),-, é a família das componentes 
AEL 
conexas por caminhos do espaço X. > 


Exemplo 2. A homologia singular de um ponto. Quando o espaço 
topológico X se reduz a um único ponto p, todo r-simplexo é cons- 
tante, igual a p, logo S,(X) = A - p para todo r > 0. Além disso, 


como J` (—1)' é igual a zero quando r é ímpar e igual a 1 quando r é 
i=0 


par, vemos que o operador bordo O: S(X) > S,—ı(X) é nulo para 
todo r ímpar e igual à identidade se r > 0 é par. Então, quando 
X = {p} consta de um só ponto, o complexo singular de X é 


id 0 id 0 
E Áa > Ák- co cu A cm Ao — O, 


onde A, = A para todo r > 0. Segue-se que H,(X)=0ser>0e 
H(X) = Á. > 


2 Invariância homotópica 


Seja H: X x [0,1] — Y uma homotopia entre as aplicações 
contínuas f,g: X — Y. Assim, H é contínua, com H = fe 
Hı = g, onde, para todo t € [0,1], H: X — Y é definida por 
Ha) = H(x,t). Neste caso, provaremos que fx = gx: H(X) > 
H,(Y) para todo r > 0. 

Com este objetivo, estabeleceremos uma série de notações. 


i 
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Para cada t € [0,1], i: A, > A, x [0,1] é a aplicação contínua 
dada por ily) = (y, t). Assim, f=Hoiyeg= Hoi. 

Se o: A, > X é um r-simplexo, 5: A, x [0,1] > X x [0,1] é a 
aplicação contínua definida por o(y,t) = (o(y),t). 

P;: An > A, x [0,1], com 0 < ¿i < r + 1, é a aplicação afim 
caracterizada por Pi(e;) = (e;,0) se j < i e Pi(e;) = (ej-1,1) se 
j >i. (Aqui, 0< j <r.) 

Para todo r-simplexo o: A, —> X e todo i = 0,1,...,r + 1, 
õ o P;: Ar+ı > X x [0,1] é um (r + 1)-simplexo. Então definimos 
o homomorfismo D: S,(X) > S,+ı(X x [0,1]) pondo, para cada 
o: Ar >X, 


Do = >(-1)'60P,. 
i=0 
Verifica-se que ODo + Ddo = Goiy —Goip. Portanto, se indicarmos 
ainda com H: S(X x [0,1]) > S(Y) o morfismo determinado por 


H nas cadeias e pusermos D = H o D, veremos que 
9Do + Dôo = H(G o i1) — H(6 o0 i1) = glo) — flo), 


logo D é uma homotopia algébrica entre os morfismos f,g: S(X) — 
S(Y). Consegientemente f, = gx: H(X) > H,(Y) para todo 
r>0. 

Segue-se que dois espaços topológicos com o mesmo tipo de 
homotopia têm grupos de homologia singular isomorfos em todas 
as dimensões. Em particular, se X é contrátil então H,(X) = 0 
para todo r > 0. 

A fim de fornecer exemplos de grupos de homologia singular, va- 
mos necessitar de instrumentos como a sequência de Mayer-Vietoris. 
Tentando estabelecê-la, tomamos abertos U, V tais que X = UUV. 
Considerando os homomorfismos à: S(UNV) > S(U)ES(V) e 
j: SHU O S,(V) > S,(X). dados por i(x) = (2,7) e j(x,y) = 


x — y, vemos que a sequência curta 


=" ne Ses RD A 
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não é exata, apenas porque o homomorfismo j não é sobrejetivo: 
embora se tenha X = U U V, não é verdade que toda cadeia em 
S,(X) seja soma de uma cadeia em U com uma cadeia em V. A 
fim de superar esta dificuldade, vamos mostrar, na seção seguinte, 
que a homologia singular do espaço X = U U V pode ser calculada 
com base em simplexos cujas imagens estão contidas num dos dois 
conjuntos U ou V. 


3  Subdivisão baricêntrica em homolo- 
gia singular 


Um simplexo afim no espaço euclidiano R” é uma aplicação 


afim £: A, — R”. Como £ fica determinada pelas imagens ag = 


(eo). --, Gy = (eg), escrevemos £ = (ao,..., ag). 

Um q-subsimplexo do simplexo singular o: A, > X é um sim- 
plexo do tipo co £: A, > X, onde £: A, > A, é afim. Tem-se 
alo o Ll) = o o OL. 

Indicamos com S,(o) o submódulo de S,(X) gerado pelos q- 
subsimplexos de o: A, — X. Temos ôS(0) C Sq-i(0), O que 
nos dá um subcomplexo S(o) = (Sg(0),0) do complexo singular 
S(X) = (8,(X),9) 

Para todo r-simplexo singular o: A, — X, vamos definir o 
operador cone K = Ks: Sala) — Sqi(o). Se £ = (ao,..., aq) é um 
simplexo afim em A, , chamamos de b o baricentro de A, e pomos 
Kt = (b,a0,...,0). Tem-se 


OK! + KoL = £ se dm/>0e0K/+ Kal = L (b)se dim £ = 0. 
Resulta daí que para toda q-cadeia afim x = 3 z;⁄4; vale 
ƏoKzxr + Kôőzxr = z se q > 0 e ðKr+ Koor = zxr- Inz-bseq=0, 


onde In z = ` z; é o índice da 0-cadeia afim z. 
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Em seguida, dados o: A, > X el: A, > A, afins, pomos 
K(cof)=0oK(. Fica assim completada a definição do operador 
cone K: S(o) — S(0) tal que K(Sq(0)) C Sqn(o). 

Para toda g-cadeia x = 3 x; - (o o 4i) em S(0) vale (com K = 
Ko): 


Kr + Krzr = q se q > 0 e Kx + Kôx = x — In z - o(b) se q = 0. 


Segue-se imediatamente que o subcomplexo S(o) C S(X) é 
acíclico, isto é, seus grupos de homologia são zero em todas as 
dimensões positivas e igual a A na dimensão zero. 

O homomorfismo de subdivisão baricêntrica B: S,(X) > S(X) 
é definido indutivamente, de modo a cumprir as seguintes condições: 

0) B(Sr(0)) C Silo); 

1) B(x) = zx se z € So(X); 

2) Blo) = K, B(do) se o: A, > X com r >Q. 


Teorema 1. a) 5(d0) = (o) para todo simplexo o: A, > X, 
logo B: S(X) > S(X) é um morfismo. 

b) Para todo r > O existe um homomorfismo D: S,(X) — 
Sr+1(X) tal que Ddo + Do = o — B(0) seja qual for o r-simplexo 
o: A> X. 

Demonstração: A afirmação a) é clara quando r = 0. Supondo-a 
verdadeira parar — 1, com r > 0, seja o: A, > X. Então 95(0) = 
9K,B(d0) = B(d0) — K,98(00) = 8(00) — K,8(000) = B(do). 

Para provar b), definiremos D indutivamente, com as seguintes 
propriedades: 

0) D(S(0)) C S(0) para todo simplexo singular o; 

1) Do = 0 se dimo = 0; 

2) Dx + Drz =x — B(x) para todo xe S(X), )<q<r. 

Supondo D definido em S, 1(X), considere o r-simplexo 
o: A, > X, com r >0. A cadeia z = o — 5(0) — Doo cumpre 


dz = ðo — b(a) — Ddo = do — 8(d0) — do + B(d0) + D33o = 0. 
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Portanto z é um ciclo em S(0). Como S(X) é acíclico, podemos es- 
colher uma cadeia (r + 1)-dimensional Do € S(0) tal que Do = z 
e daí 9Do + Do = o — p(o). Com isto, fica definido o homomor- 
fismo D. 


A condição b) acima significa que o morfismo 3: S(X) > S(X) 
induz o isomorfismo identidade 84: H(X) > H,(X) nos grupos de 
homologia H,(X), r = 0,1,2,.... 

Seja a uma cobertura de X por conjuntos cujos interiores ainda 
cobrem X (em particular, uma cobertura aberta de X). Diremos 
que um simplexo singular o: A, — X é a-pequeno quando sua 
imagem o(A,) estiver contida em algum conjunto V da cobertura a. 

Usaremos a notação Sº(X) para indicar o submódulo de S,(X) 
formado pelas cadeias x = ` x50 que são a-pequenas, isto é, que 


o 


são combinações lineares de r-simplexos a-pequenos. É imediato 
que O(S(X)) c SE (X), de forma que os módulos S(X), com 
r > 0, constituem um subcomplexo S(X) C S(X), cujos grupos 
de homologia indicaremos com Hº(X). 


Teorema 2. H(X) = H,(X) para todo r > 0 


Demonstração: Começamos lembrando que, para todo simplexo 
o: A, > X, a cadeia (0) é uma combinação linear de subsim- 
plexos do tipo gof, onde a imagem do simplexo afim / é um simplexo 
da subdivisão baricêntrica de A, . Segue-se então do Corolário 1 do 
Capítulo II que, dado qualquer € > 0, existe q tal que a g-ésima 
subdivisão baricêntrica 57(o) é combinação linear de subsimplexos 
g o l, onde a imagem de £ é um (simplexo) subconjunto de A, com 
diâmetro < €. 

Dito isto, consideremos um simplexo singular o: A, — X. Seja 
e > 0 um número de Lebesgue da cobertura de A, formada pelas 
imagens inversas o KV), V € a. Existe q tal que todos os sim- 
plexos da subdivisão baricêntrica iterada 57(o) têm diâmetro < €, 
logo 8º(0) é uma cadeia em S2((X). Mais geralmente, para cada 
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cadeia x € S, (X) existe q tal que 8x) € S(X). Ora, como 
acabamos de ver, para todo ciclo z € S,(X), as classes de homolo- 
gia de z e de 8ºz) coincidem, pois (8): H(X) > H,(X) é o 
isomorfismo identidade. Logo H(X) = H,(X). 


Agora estamos em condições de estabelecer a sequência de Mayer- 
Vietoris para homologia singular. 

Sejam U,V C X tais que int.U U int.V = X. Chamando de a 
a cobertura {U,V}, vê-se imediatamente que é exata a sequência 
curta abaixo, onde i(x) = (x, x) e j(x, y) =£ — y: 


o= SUN) E sue sv) E SAX) —0. 


Levando em conta que H(X) = H(X), obtemos a segiência 
exata de Mayer- Vietoris para homologia singular: 


> H(UNV) SS HU) HAV) HX) DH, (UNV)>--. 


na qual, para toda classe [z] € H,(X), 0.,|2] se define assim: tem-se 
z=7-ycomzesS(U),yesS-V)e dz = dy. Então 0,/2] = [dx]. 
Como Ox E S,(U) edy E S,(V), tem-se dx = dy E S (UNAS, (V) = 
SUAV). 


Exemplo 3. Como primeira aplicação da seqüência de Mayer- 
Vietoris, calcularemos a homologia singular da esfera S”. Sem 
prejuízo da leitura, este exemplo pode ser omitido pois no Teo- 
rema 3 a seguir faremos a demonstração de que, para poliedros, 
as homologias simplicial e singular coincidem. Começamos com 
St. Sejam U, V arcos abertos, tais que S! = UUV eUNV éa 
reunião de dois arcos disjuntos, logo tem o tipo de homotopia de 
um par de pontos. Na seqüência de Mayer-Vietoris correspondente 
à decomposição St = U U V, destaquemos o trecho 


H (U) 6 (V) > HS) É H(U nV) + H(U) 8 Ho(V). 
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U 


unvi 


Figura 29. 


Como Hi(U) = Hi(V) = 0, vemos que ð, é injetivo, ou seja, é 
um isomorfismo de Hi(S!) sobre sua imagem, a qual é o núcleo 
de ią. Toda O-cadeia em U N V é da forma z = x + y, onde x 
e y são O-cadeias em cada uma das duas componentes conexas 
de U N V, e a classe [2] é caracterizada pelos índices a = In(x), 
B = In(y), pertencentes a A. Escrevemos então |z] = (a, 8). 
O homomorfismo i, é dado por isla, 8) = (a + B,a + 8). Por 
conseguinte, seu núcleo corresponde aos pares (a, —a) com a € 
A, logo é isomorfo a A. Concluímos então que H,(S!) = A. 
Se r > 1 então a segiiência de Mayer-Vietoris contém a parte 
H(U) 9 HL(V) > HLM(SD > H, (U NV), ou seja, 0 > H(S!) 
— 0, o que nos mostra que H,(S!) = 0 quando r > 1. 

Para o caso geral, fixamos € € (0,1) e usamos a decomposição 
S” = UUV, onde 


U = (ira, E , n41) E DR > =8 | e 
V = {(£1,..., n41) E S”; Enpi < €} 


portanto U N V tem o tipo de homotopia de S"-!. Da seqüência 
de Mayer-Vietoris relativa à decomposição S” = U UV retiramos o 
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trecho 
HU) $ HL(V) > HS) > Ha(UNV) > HU) $ Hr a(V), 
que se reduz a 

0 > HS) > Hr (S) 50 


quando r > 1 en > 1. Logo, nestes casos, temos H,(S”) iso- 
morfo a H,—ı(8”7t). Prosseguindo, vemos que H,(S”) é isomorfo 
a H(S!) = A. Ser >n, digamos r = n + k, então H,(S”) é iso- 
morfo a H,,(S!), logo é zero. Finalmente, se r < n então H,(S”) 
é isomorfo a Hi(S""*1), logo concluiremos que H,(S") = 0 se 
mostrarmos que H,(S”) = 0 quando m > 2. Isto, porém, resultará 
imediatamente da sequência exata 0 > Hi(S”) Ate ASA 
onde A = H(S" 1) e AGA = Ho(U) & Ho(V), notando que 
ix(0) = (a, a), logo o núcleo de i,, ou seja, a imagem do homomor- 
fismo injetivo ð, , é zero. 

Conclusão: H,(S")=0 se0<r<n our>n e H(S")=4. > 


Teorema 3. Num poliedro, os grupos de homologia simplicial e 
singular são isomorfos. 


Demonstração: Para cada r > 0, sejam c,(K) e S,(K), respecti- 
vamente, os grupos de cadeias simpliciais ordenadas e singulares do 
poliedro K, ambos com coeficientes no mesmo anel A. A cada sim- 
plexo ordenado (s) = (ao,...,a,) associemos o simplexo singular 
afim p(s): A, > K, tal que (eo) = ao,..., p(er) = ap. Isto de- 
fine o morfismo g: c(K) — S(K). Indiquemos com H,(K) e H,(K) 
respectivamente os grupos de homologia simplicial e singular de K. 
A fim de mostrar que cada homomorfismo q: H,(K) — H,(K), in- 
duzido por y, é um isomorfismo, usaremos indução sobre o número 
de simplexos de K. A afirmação é óbvia se K tem apenas um 
simplexo, pois neste caso K se reduz a um ponto. Supondo que 
p.: H(K) — H,(K) é um isomorfismo para todo poliedro com 
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menos do que k simplexos, seja k o número de simplexos de K. 
Então, se s é um simplexo de K com dimensão máxima, os poliedros 
L = K — int.s e s têm menos de k simplexos. Na homologia sim- 
plicial, a decomposição K = L U s determina uma seqüência de 
Mayer-Vietoris, mesmo que os interiores de L e s não cubram K, 
pois toda cadeia em K é soma de uma cadeia em L com outra em 
s. A fim de obter uma seqüência de Mayer-Vietoris em homologia 
singular, substituímos a decomposição K = LU s por K = U Us, 
onde U = K — {b}, b = baricentro de s. Assim, U é aberto, vale 
K = int.U U int.s e, ademais, uma deformação radial a partir de 
b, de s — {b} sobre a fronteira de s, mostra que L é um retrato de 
deformação de U. Portanto, na seqüência de Mayer-Vietoris asso- 
ciada à decomposição K = U U s em homologia singular podemos 
substituir U por L. Os homomorfismos g, : H,(K) — H,(K) levam 
ao diagrama comutativo abaixo: 


Como L e LN s têm menos simplexos do que K, a hipótese de 
indução assegura que os homomorfismos 1, 2, 3 e 4 são isomorfismos. 


Resulta então do Lema dos Cinco que y, é um isomorfismo. 
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4 Cohomologia singular 


Conforme as definições gerais, se S,.(X) é o A-módulo das cadeias 
singulares de dimensão r e coeficientes em A então S(X) = 
Hom(S,(X), A) é o A-módulo das cocadeias de mesma dimensão, 
no mesmo espaço X, com os mesmos coeficientes. Os elementos 
de S”"(X) são os homomorfismos u: S,(X) — A. Como S(X) é 
um A-módulo livre, tendo como base o conjunto dos simplexos sin- 
gulares o: A, — X, uma cocadeia u € S"(X) fica determinada 
quando são dados os valores u(o) € A, para todo r-simplexo o 
em X, e esses valores podem ser atribuídos de modo inteiramente 
arbitrário. Como há infinitos o (salvo no caso trivial em que X é 
finito), segue-se que se pode ter, para uma determinada u € S"(X), 
u(o) £ O para infinitos valores de o. Assim, ao contrário do que 
ocorre com poliedros, as cocadeias do tipo u = o*, tais que u(o) = 1 
eu(o) =0seo' £o, não formam uma base de S”"(X). Mais pre- 
cisamente, temos S(X) ~ @ 4, e S(X) ~ J] A, onde A, = A 
para todo o: A, > X. j ú 

O operador cobordo à: S"(X) — STH(X) é definido como 
adjunto do operador bordo O: S,n(X) — S(X), ou seja (du)(x) = 
u(0x) para toda z € Sy(X). 

Evidentemente, como ô = O! , tem-se doô = 0!00! = (000)! = 


0. Portanto a sequência 


(@) 


el an O e 


S*(X): SX) 
é um complexo de cocadeias, cujos grupos de cohomologia 
H"(S*(X)) = H'(X) são os grupos de cohomologia singular do 
espaço X. 

Como sabemos, uma aplicação contínua f: X — Y induz, para 
cada r > 0, um homomorfismo f: S (X) > S, (Y), que indicamos 
ainda com f, definido por fo = f oo, o: A, > X, o qual cumpre 
fo = ðo f logo define um morfismo f: S(X) — S(Y) entre 
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os complexos singulares e por conseguinte induz homomorfismos 
fe: H,(X) > H,(Y), para todo r > 0. Os homomorfismos adjuntos 
fr: S(Y) > S(X), dados por (fTu)(y) = u(fy) para toda y € 
S(Y), são tais que do f! = f! oô logo induzem homomorfismos 
PH) > H(X),r > 0. Se g: Y — Z é outra aplicação 
contínua, tem-se (go f)* = f* o g*: H'(Z) > H(X) ese f = 
id: X > X então f* = id: H(X) > H(X). 

Se as aplicações contínuas f,g: X — Y são homotópicas então 
f* = g*: H"(Y) > H"(X) para todo r > 0. Com efeito, sabemos 
que existem homomorfismos D: S(X) > S,+1ı(Y) tais que OD + 
DO = f — g: SHUX) > Si(Y). (Homotopia algébrica.) Então o 
homomorfismos adjuntos D! : SH(Y) > S"(X) cumprem D'6+ 
ôD! = f! -g!,logo f(0)-g'(v)=D'ó(v)+6D' (v) = ó(D!v 
para todo cociclo v € S"(Y), portanto f*[v| = g*[v], ou seja f* 
g*: HO > H"(X). 


w 


no 


Há também uma sequência de Mayer-Vietoris para a cohomolo- 
gia singular, conforme mostraremos agora. Se a é uma cobertura do 
espaço X por conjuntos cujos interiores ainda cobrem X, sabemos 
que os simplexos singulares a-pequenos geram um subcomplexo 
S(X) C S(X) cujos grupos de homologia são naturalmente iso- 
morfos aos de S(X): as aplicações de inclusão y: S((X) > S(X) 
possuem inversas homotópicas y: S(X) — SAX), ou seja, exis- 
tem homomorfismos D: S,(X) — S,w(X) tais que (0D + Dô)x = 
ú(p(x)) — zx para toda cadeia q € S,(X), além do que p(W(y)) = y 
para toda y € Sº(X). Portanto, chamando de Hº(X) os grupos de 
homologia de Sº(X), cada pu: H(X) — H,(X) é um isomorfismo, 
cujo inverso é Ye: H(X) —> HX). (Na verdade, Y é um iterado 
da subdivisão baricêntrica.) 


Considerando os grupos de cocadeias ST (X) = Hom(S(X): A) 
e os adjuntos p!: S(X) > SU(X), p!: SU(X) > S(X) e D! : 
STHI(X) — S"(X) vemos que, para toda cocadeia u € S"(X) tem- 
se (D! + D' ju =p! (bh! (u) -uvew!(p!(v)) = v para toda 
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v € S(X). Portanto y*: H'(X) > HEX) e y*: H(X) > H" (X) 
são isomorfismos, inversos um do outro. 

Se U e V são subconjuntos de X tais que X = int.U Uint.V, em 
relação à cobertura a = {U, V } temos as seqüências exatas curtas 


w 0>SA(UNV) > SA(UESAV) É SAX) 50, r>0, 
cujas duais 
0 > SAX) e, sS(WMesvm) O s(UnvV)>o 


são ainda exatas pois Sº(X) é um módulo livre, portanto cada 
sequência (*) é separável. 
Isto fornece a segiiência exata de cohomologia 


> H"(X) Č H(We H"(V) © H'(U n V) 2 HU) 
p H'H(V) >- 


onde escrevemos H” (X) em vez de H? (X), etc. 

Esta é a seqüência de Mayer-Vietoris para cohomologia singular. 

Utilizando-a, do mesmo modo como fizemos para homologia, 
concluiremos que a cohomologia singular de um poliedro K é na- 
turalmente isomorfa à cohomologia simplicial com os mesmos coe- 
ficientes. 

Mais precisamente, considerando o morfismo natural py: (K) — 
S(K), introduzido na demonstração do Teorema 3, vemos que o 
morfismo adjunto q": SYK) > c(K) induz isomorfismos q*: H (K) — 
HY(K) dos grupos de cohomologia singular de K sobre os grupos de 
cohomologia simplicial. Estes são também isomorfismos de anéis, 
desde que definamos, da forma evidente, a multiplicação de co- 
cadeias singulares, como faremos agora. 

Sejam u € S(X), v € S”(X) cocadeias no espaço topológico 
X, ambas com coeficientes no anel 4. Seu produto (chamado cup- 
product) é a cocadeia u U v € STT(X), definida estipulando-se seu 
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valor em cada (q + r)-simplexo singular o: Ag+r — X pondo-se 
(u U vo) = ulo’) -vlo"), onde o: A, + X e o": A, —> X são 
dados por 


o'(to,... ta) =a(to,-..,tq,0,..-,0) e 
o" (toz eita) = OO, aiy 0 bs arabe 


Tem-se 

(u Uv) = (u) U v + (—1)l u U do, 
logo a definição fu] U v] = [u U v| produz aplicações bilineares 
H(X) x H"(X) — H*(X) que dão à soma direta H*(X) = 
@® H" (X) uma estrutura de anel. Com o mesmo argumento usado 


no caso simplicial, mostra-se que fu] U [w] = (—1)” fv] U fu] e u € 
S(X) ev € S"(X) são cociclos. Vê-se ainda que, se K é um 
poliedro, o morfismo q! : S*(K) — c* (K) respeita a multiplicação 
de cocadeias, logo y*: H (K) > H"(K) é um isomorfismo de anéis. 
(Na notação da prova do Teorema 3.) 


INTERMEZZO: Relação entre mı(X, zo) e H(X) 


Neste intervalo, demonstramos o teorema devido a Poincaré, se- 
gundo o qual o grupo de homologia singular Hı (X) com coeficientes 
inteiros, de um espaço conexo por caminhos, é o grupo fundamen- 
tal mı(X; zo) abelianizado, ou seja, é isomorfo ao grupo quociente 
m(X; xo) /[m, m], onde [71,71] C mı(X; xo) é o subgrupo dos co- 
mutadores. Nossa referência para o grupo fundamental é [GFER]. 


Inicialmente, lembremos que se oc: As > X é um 2-simplexo 
singular então seu bordo do € Si(X) é dado por 


do = do — djo + O20 


onde oo, 10,20: A, — X são definidos por o(to, ti) = 
o(O, to, tı), io (to, t1) = o(to,0,t1) e doo(to,t1) = a (to, t1, 0). 
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Identificaremos A; com o intervalo 1 = [0, 1| por meio do homeo- 
morfismo h: I > A4, h(t) = (t,1 —t). Assim, teremos os caminhos 


c, 010, 20 : I — X, definidos por 


a(t) = a(0,t,1 — t), ðo (t) = o(t,0,1 — t) e do = o(t,1 — t, 0). 


A? 


o0 


Ojo 


20 


to 


Figura 30. 


Cada caminho a: I — X pode então ser identificado a um 1- 
simplexo singular em X e vice-versa. Se a(0) = a(1) = £o a classe 
de homotopia de a será indicada com {a} € mı(X; zo) e sua classe 
de homologia será [a] € Hı(X). (Evidentemente, a € Sı(X) é um 
ciclo.) 

Sejam a,b: I — X caminhos fechados com ponto básico xo, 
isto é, a(0) = a(1) = b(0) = b(1) = zo. Se a e b são homotópicos, 
ou seja, {a} = {b}, então [a] = [b] € H(X), isto é, os ciclos a e 
b são homólogos. Com efeito a homotopia a+: [0,1] — X define, 


conforme diagrama abaixo, um simplexo oc: As —> X cujo bordo 
é ðo = b — a + zo, onde xo: I — X é constante. Ora, xo = Oy, 
onde y: À, > X é constante = xo. Logo b— a = d(o — y) e 
[b] = [a] € Hı(X). Assim, a aplicação m(X;x9) > Hi(X), dada 
por {a} = [a], está bem definida. 
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Figura 31. 
1 ọ é um homomorfismo 
O diagrama abaixo descreve um 2-simplexo o: As > X tal que 
do = a — ab + b, logo [ab] = [a] + [b], isto é, p(ab) = y(a) + (b) 
Figura 32. 
— 
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2 y é sobrejetivo 
Aqui usamos a hipótese de que X é conexo por caminhos. 
Para cada ponto p € X escolhamos, de uma vez por todas, um 
caminho ap: I > X ligando zo a p. A cada 1-simplexo o: I > X, 
com o(0) = p e o(l) = q associamos o caminho 5: 1 — X, com 
base xo, onde O = ap o a7" . 


To 
Figura 33. 


Seja z = > n;0;€Z1(X) um ciclo, portanto 0=02= X` n;(qi—pi), 
onde p; e q; são as extremidades de o;. Escrevamos a; = ap, € 
bi = aq - 

Como não há relações entre os p; e os q;, e muito menos entre 
os a; e os b;, concluímos, a partir de > n;(qi — pi) = 0, que 


Seli-o)=0, logo Yml tob) =z 


Portanto, [2] = y(a), onde a = Ho: y”. 
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3 O núcleo de y é o subgrupo comutador [m,m] C m(X; xo) 

Como Hi(X) é comutativo, [71,m| C núcleo de y. Reciproca- 
mente, seja a: (1,01) > (X;x9) tal que a € Si(X) é um bordo: 
a = OD nici) = > n;do;, como;: A2 —> X. Seja do; = c;—bitas. 
Então 


(5) N nila — bi + a;i) =a. 


TO 


Figura 34. 


Como a;c; ~ b; , logo à; či ~ b; , OU seja, aid" ~ To , podemos 
escrever IH{ã;-&-b'}"=1. (A) 

Por outro lado, se trocarmos livremente a ordem dos fatores em 
m(X, xo), resultará de (*) que (cb; "a; = {a}. (B). 
Comparando (A) e (B), concluimos que {a} pertence ao subgrupo 


dos comutadores de m(X; zo). 


Como consequência do Teorema de Poincaré, vemos que se M 
é uma superfície bidimensional orientável compacta de gênero g 


i 
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então Hi(M), com coeficientes inteiros, é um grupo abeliano livre 
com 2g geradores. Isto inclui H(T2) = Z @ Z, pois o toro T? é 
uma superfície de gênero 1, a esfera S2, que tem gênero zero, logo 
Hi(S2) = 0, o bitoro, de gênero 2, com H(M) =ZLOZEBLOZ, 
etc. 


De fato, está provado em ([GFER|), pag. 176) que o grupo 
fundamental de uma superfície compacta M, de gênero g, é um 
grupo com 2g geradores 01,/1,...,0g,)g e€ uma única relação 
abar By” .. Gba 67 = 1. Abelianizando, esta relação se 
torna trivial logo Hı(M) é um grupo abeliano livre, com 2g gera- 
dores. 

Já o grupo fundamental de uma superfície bidimensional com- 
pacta não-orientável M de gênero g possui h = g + 1 geradores 
Y1,---, Yh, Sujeitos à única relação y? y2... y? = 1. Assim, seu 
abelianizado H,(M) é gerado pelas classes de homologia dos y; com 
a única relação 2(y + Y2 +--+ n) = 0. Em particular, o plano 
projetivo P2, que tem gênero zero, tem o grupo H,(P?) com o único 
gerador y (a reta projetiva) com 2y = 0. A garrafa de Klein K, que 
tem gênero 1, apresenta Hı(K) = Z & Z2, isto é, dois geradores, 
um sem torção e o outro com torção 2, conforme se vê a partir 
dos geradores a =) e 6 =) + %2, os quais cumprem a relação 
28 = 2(m + %2) = 0. Mais geralmente, tomando como geradores 
do grupo de homologia com coeficientes inteiros de uma superfície 


não-orientável M as classes 91, ... , Yk-1 € Y = Y1 +- + Yk-1 + Yk 
vemos que Hı(M) é gerado por 71,- , Yk-1, Y com a única relação 
2y = 0, logo tem-se Hı(M) = Z4! @ Z2. 


5 Teorema de deRham 
Assim como a homologia e a cohomologia singulares coincidem 


com as simpliciais nos espaços homeomorfos a poliedros, também a 
cohomologia singular, com coeficientes no corpo dos números reais, 
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numa superfície diferenciável orientável M, coincide com a coho- 
mologia de deRham de M. Esta afirmação é o clássico Teorema de 
deRham, que provaremos aqui. 

Inicialmente mostraremos que, para obter os grupos de homolo- 
gia (e também cohomologia) singular de uma superfície diferenciável 
M, basta considerar os simplexos diferenciáveis o: A, — M, isto 
é, as restrições de aplicações diferenciáveis definidas em abertos do 
espaço euclidiano que contém A,.. 

Indicaremos com S“(M) C S(M) o subcomplexo gerado pelos 
simplexos diferenciáveis da superfície M, com S% (M) o A-módulo 
das r-cadeias diferenciáveis e com H (M) o grupo de homologia 
de dimensão r de S“(M). 


Teorema 4. A inclusão i: S(M) > S(M) induz, para cada 
r >0, um isomorfismo ix: HO(M) > HMM). 


Tr 


Demonstração: Sejam r: V — M uma vizinhança tubular de 
M no espaço euclidiano e a a cobertura aberta de M formada 
pelas interseções U = BM M, onde B é uma bola aberta do 
espaço euclidiano, contida em V. Para cada simplexo a-pequeno 
o: A, > M, o segmento de reta que liga dois pontos quaisquer 
da imagem o(A,) está contido em V. Assim, V contém o sim- 
plexo afim (o(eo),...,o(e,)), logo tem sentido a composta 7 = 
mot(o(eo),...,o(e)): A, > M, que é um simplexo diferenciável. 
Definimos então o morfismo y: S(M) — S“(M), pondo p(o) = 
o. Mostraremos agora que q: H(M) — Hº(M) é, para cada r > 
0, um isomorfismo, cujo inverso é i. (Lembremos que HM) = 
H,(M).) Para tal, construiremos, sobre cada o € S&(M), o prisma 
singular P,: A, x [0,1] > M, o qual é a homotopia composta 
da homotopia retilínea entre o e (o(eo),...,o(e,)) com a homo- 
topia retilínea entre a aplicação identidade V > V e a projeção 
m:V>McvV. Os prismas P, têm as seguintes propriedades: 


(Pta 0) = a(x) e P,(x,1) = g(x) para todo z € Ar: 
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(2) aP, = Pão (onde 9;P, = P,|(3;A, x [0,1])). 


Escrevendo A;=(e;,0) e B;=(e;,1), definimos o homomorfismo 
D:Sd(M)> SX(M) pondo 


Tr 


Do => (-IP(Pol(£o,..., Ai Bi... Bo). 


1=0 


Então verificamos que ODo + Ddo = o — F. Resulta imedia- 
tamente daí que todo r-ciclo z € SM) é homólogo ao r-ciclo 
diferenciável z = (z), logo yx: H(M) > HM) é um isomor- 
fismo, inverso de ix: H2(M) > HM). Agora é só lembrar que 
HS(M) = HUM). 


Os homomorfismos adjuntos pv !: S% (M) > S(M),r > 0, 
definem um morfismo y! : SE(M) — S(M) do complexo de co- 
cadeias S% (M), baseado nos simplexos diferenciáveis, no complexo 
de cocadeias singulares Si(M), baseado nos simplexos singulares 
a-pequenos, o qual induz, para todo r > 0, o isomorfismo 
q: HUM) > H'(M), do grupo de cohomologia “diferenciável” 
H} (M) no grupo de cohomologia singular de M. Note-e que q*([ul) 
é a classe de cohomologia da restrição do cociclo u às cadeias dife- 
renciáveis. Sendo assim, y* é induzido pelo homomorfismo adjunto 
da inclusão S (M) > SM). 

Doravante, todos os simplexos singulares numa superfície serão 
supostos diferenciáveis e as cadeias /cocadeias terão coeficientes em 
R. O r-ésimo grupo de cohomologia de deRham da superfície M 


será indicado com HD"(M), para distingui-lo da cohomologia sin- 

gular H'(M). O espaço vetorial das r-formas diferenciais conti- 

nuará sendo A”(M), bem como o complexo de deRham A*“(M). 
Ao definirmos a homologia singular, escolhemos A,=(eo,...,€r) 


C R"*! como simplexo padrão. Mas é claro que qualquer outro r- 


simplexo euclidiano teria dado origem a uma teoria inteira e eviden- 
temente equivalente. Uma alternativa razoável é usar como padrão 
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o simplexo V, = (0,e1,...,€r) C R”, como faremos agora. Tem-se 
ki b) Fi 2 


Wu {(£1,..., 2r) E€ R"; z1 > 0,..., £r 20,54; < 1}. 


As faces (r — 1)-dimensionais de V, são V, = A,—1 € 

OV, ={ (£1, cs Til, 0, Zara. . oTr); De Pd, > 0, j=1, S Ep 
se į > 0. Noutras palavras, ô; V, = { (z1, ci E = 0) se 
1>0. 


Olhando V, como simplexo singular afim em IR”, temos 


ƏV, = F(-1) AV. 


€3 
e2 


Vi V2 


Figura 35. Os simplexos V1, V2 e V3. 


A cada r-forma w € A”(M) na superfície orientada M associa- 
mos a cocadeia singular E(w) € S"(M), definida por E(w) -o = f w 
se o: V, > M é um r-simplexo (diferenciável). Bem entendido, 
Jow = Jy, “w, onde o pullback o*w é uma r-forma definida na 
vizinhança de V, que serve de domínio para o. 

Isto nos dá um homomorfismo £: A(M) > S"(M) para todo 
r >0. Em seguida, mostraremos que (dw) = ó(E(w)), portanto £ 
induz, para todo r > 0, um homomorfismo &.: HD(M) > H'(M), 
chamado homomorfismo de deRham. O Teorema de deRham afirma 
que é, é um isomorfismo. 
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A fim de simplificar a notação e (portanto) facilitar o entendi- 
mento, provaremos a igualdade ¿(dw) = ó(E(w)) quando 


w = ady A dz — bdx A dz + cdz A dy 


é uma 2-forma, definida num aberto de R? contendo V3. O caso 


geral se trata de modo análogo, apenas com uma notação mais 
elaborada. 

Devemos mostrar que, para todo simplexo diferenciável o : V3 — 
M, tem-se f dw = fy, w. 

Inicialmente, consideraremos o caso em que o é o simplexo afim 


V = (0,€1,€2,€3) C R, cujo bordo é a cadeia afim 


OVs3 = d0V 3 = ôi V3 + 2V3 = 3V3 


= (ei, €2, e3) a (0, €2,€3) + (0, €i, e3) E (0, e1,€9). 


Va d0V3 Vs 2V3 3V3 


Se (x,y,z) E do Vs então x,y,z € [0,1] e z = 1 — x — y. Usando os 


Assim, 


parâmetros x = s, y = t temos, em V3, (x,y,z) = (s,t,1—s—t), 
dx = ds, dy = dt e dz = —(ds + dt), portanto 


dy ^A dz = —dt ^ ds = ds ^ dt, dz ^A dz = ds A^ (—ds — dt) 
= ds A dt e dz ^ dy = ds A dt. 


Logo 
f o= f la(s, t, 1—s—t)+b(s,t,1—s-—t)+c(s,t,1—s—t)|]ds^dt. 
oV 3 Va 


É claro que dz = 0 em Vs, dy = 0 em ôV; e dz = 0 em 
3V3 : 
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Portanto, escrevendo a(s, t) = a(s,t,1—-s—t), b(s,t) = b(s,t,1— 
s-tec(s,t)=c(s,t,1-—s-—t), temos 


f o= | ady A dz — bdx A dz + cdz A dz 
V3 V3 
= | la(s.0) +8,4) + 065,0 
V2 
— a(0, s, t) — b(s, 0, t) — c(s, t, O)]ds A dt. 


Por outro lado, o uso direto do Teorema Fundamental do Cálculo 
nos dá: 


ob oc 
w= [ É (x 1), Z ) + (x,y,z) + z(x,y, z) dxdydz 
|: Vs Oy Oz 
a! [a(l—-s—t,st)-a(O,st)+b(s,1—-s—t,t) 
Vo 
— b(s,0,t) + c(s,t, 1 — s — t) — c(s,t,0)|dsdt. 
Levando em conta que as mudanças de coordenadas (s, t, 1—s—t) — 
(1—s-t,s,t), (s,t,1—s-— t) (s,1—s-— t,t) e (s,t, 1—s—t) > 
(s,t,1—s—t) são difeomorfismos de Vo sobre si mesmo cujos deter- 


minantes jacobianos têm valor absoluto 1, o Teorema de Mudança 
de Variávies dá 


pa nS fim t) + b(s,t) + (s, t)]dsdt 


— f la(0, s, t) + b(s,0,t) + c(s,t, 0) |dsdt, 
Vo 


portanto Je dw = f. av, quando V3 é o simplexo afim padrão 
(0, €1, €2, €3) em RÌ., 


Em seguida, considerando o simplexo o: As —> M numa su- 
perfície M, mostraremos que se tem f dw = fyw se w é uma 
2-forma em M. Usando o que acabamos de provar e o fato de que 
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o o iV = Ojo (fácil verificação), temos 
3 
[ao [ du [ d(o*w) = w= D f ow 
o V3 V3 Vs 1=0 OiV 3 
3 3 
= cn f w= co f o= f w. 
>, ooi V3 >, Woj o 
Podemos então enunciar o 
Teorema 5. (Stokes simplicial.) Para todo (r — 1)-forma w na 
superfície orientada M e toda cadeia singular (diferenciavel) x € 
Sr(M) tem-se f dw = fa w. 
Fica assim estabelecido que os homomorfismos £: A”(M) = 
S"(M) definem um morfismo do complexo de deRham A*(M) no 
complexo singular S*(M). Para provar que cada homomorfismo 
induzido é.: HD(M) > HM) é um isomorfismo, faremos uso 
da segiência de Mayer-Vietoris. Conforme vimos no Capítulo I, 
temos o diagrama comutativo abaixo, no qual as setas horizontais 
representam homomorfismos induzidos por É e as verticais fazem 
parte das seqüências de Mayer-Vietoris (relativas a dois abertos 
U,V C M) nas cohomologias de deRham e singular. 
HD (US HD'(V) — H(M)eH'(V) 
HD'(U NV) Z; HUNY) 
HD+! (UUV) —> HH(UUV) 
BD) ® HDV) cias EAD) & FEV) 
HD*(UNV) —, HUNY) 
— O 
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Cabem duas observações, a primeira das quais é óbvia e a se- 
gunda é o Lema dos Cinco, visto no Capítulo I. 


1. Se o aberto W C M é contrátil então, para todo r > 0, 
&: HD(W) > H'(W) é um isomorfismo. 

2. Se os homomorfismos 1, 2, 4 e 5 são isomorfismos, então 3 
é um isomorfismo. 


Usando o Teorema 2, Capítulo II, tomemos uma cobertura aber- 


ta simples a na superfície M. Para quaisquer U,,...,Uy, perten- 
centes a a, o homomorfismo £: HD'(U, N --- A Uk) > HU, N 
--- N Uk) é um isomorfismo. Isto é claro quando r = 0, pois 


&: HD(M) > Hº(M) é a aplicação identidade, e quando r > 0 
porque seu domínio e seu contradomínio são iguais a 0. Usando 
indução em k, segue-se da observação 2 que, para toda reunião 
finita Uı U --- UU, de abertos pertencentes a a e todo r > 0, 
&: HD(U U --- U Ug) > H" (U1 U --- U Uk) é um isomorfismo. 

Daí já resulta o Teorema de deRham para superfícies compactas 
e mais geralmente, para superfícies de tipo finito, isto é, que ad- 
mitem uma cobertura aberta simples e finita. 

Se a superfície M não é compacta, lembrando a demonstração 
do Lema 5, Capítulo II, escrevemos M = U U V, onde U e V 
são ambos reuniões disjuntas de “faixas” abertas, cada uma das 
quais é uma superfície do tipo finito (reunião finita de elementos 
da cobertura a). Como naquela ocasião, vemos que U N V tem a 
mesma estrutura de U e V. Portanto é, é, para todo r > 0, um 
isomorfismo de HD"(U) sobre H”(U), de HD"(V) sobre H”(V) e 
de HD'(U NV) sobre H'(U NV). Resulta então do Lema dos 
Cinco que €&: HD(M) > H'(M) é um isomorfismo, e com isto 
fica provado o 


Teorema 6. (deRham.) Em toda superfície diferenciável orientável 
M, os grupos de cohomologia de deRham HD'(M) e os grupos de 
cohomologia singular com coeficientes reais H'(M) são isomorfos. 
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Combinando o isomorfismo £x: HD (M) > H'(M) com a dua- 
lidade de Poincaré em cohomologia de deRham numa superfície 
compacta m-dimensional orientável M, obtemos um isomorfismo 
Hr L(M) ~ [H'(M)]*. Isto nos levará ao Teorema de Dualidade de 
Poincaré H,(M)= H™—"(M) para homologia e cohomologia singu- 
lares se provarmos que, nestas condições, vale H,(M) ~ [H(M). 
Isto é um corolário do 


Teorema 7. Para todo espaço topológico X e todor > 0, sea 
homologia e a cohomologia singulares são tomadas com coeficientes 
num corpo K, tem-se um isomorfismo H'(X) = [H(X). 


* 


Demonstração: Definimos um homomorfismo q: HX) — [H4X)] 
pondo, para cada [u] € H'(X) e cada [z] € H(X), (plul) - [2] = 
u(z). Provamos os seguintes fatos: 


1) y está bem definido. Com efeito, temos [ul = [u + dv] e 
[z] = [z + ôx] com v € STHX) e x € S(X). Lembrando que 
ĉu = 0 e ðz = 0, vem: 


(u + ôv) - (z + dx) = u(z) + u(dx) + (90) - (2) + (60) - (dx) 
= u(z) + (du) - (x) + v(0z) + v(00%) 


= u(z). 


2) p é sobrejetivo. Dada f € [H,(X)]*, podemos ver f: Z,(X)/ 
B,(X) — R como um homomorfismo f: Z,(X) — R tal que 
f(x) = 0 para todo z € Sp,+ı( X). Como Z, (X) c S,(X) é um 
subespaço vetorial, existe uma cocadeia u: S(X) — R tal que 
ulZ(X) = f. Então, para toda x € S,41(X), temos (du)(x) = 
u(dx) = f(ðx) = 0, logo u € Z,(X) e u(z) = f(z) para todo 
z € Z,(X), portanto p([ul) = f. 

3) y é injetivo. Seja u: S (X) — K um cociclo tal que y([u]) = 
O. Isto significa que u(z) = O para todo z € Z,(X). Vamos 


mostrar que existe v: S,—ı(X) > K tal que dv = u, ou seja, 
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com v(dx) = u(x) para toda cadeia x € S(X). Ora, como o 
conjunto B, 1(X) das (r — 1)-cadeias que são bordos é um sub- 
espaço vetorial de S,. 1(X), existe outro subespaço E C S, 1(X) 
tal que S.1(X) = B, 1(X) SE. Definimos então v: S,1(X) > K 
pondo v(dx + e) = u(x) para todo x € S;(X) e todo e € E. Se 
y € S(X) for tal que Oy = Ox temos u(x) — uly) = ulz — y) = 0 
pois O(x — y) = dx — Oy = 0. Assim, a cocadeia v € ST I(X) está 
bem definida. Além disso, tem-se (dv)(x) = v(dx) = u(x) para 
toda x € S(X), portanto dv = u. 


Corolário 1. Se H,(X), com coeficientes num corpo, é um espaço 
vetorial de dimensão finita então H,(X) é, para todo r > 0, iso- 
morfo ao dual [H"(X)|* do espaço vetorial de cohomologia H” (X). 


Com efeito, de H(X) = [H,(X)|* resulta, tomando os duais, 
que [H"(X)P = [H(X)|*. Como H,(X) tem dimensão finita, é 
isomorfo a seu bidual. Logo [H'(X)|* = H(X). 

Assim, para toda superfície compacta orientável M de dimensão 
m, tomando homologia e cohomologia singulares com coeficientes 
reais, vale a Dualidade de Poincaré H(M) = H”"“"(M) para todo 
FE 


Observação. O Teorema de Dualidade de Poincaré é válido sob 
condições mais gerais: as superfícies não precisam ser diferenciáveis 
e os coeficientes não precisam ser números reais. Uma bela a- 
presentação para superfícies poliedrais é feita no clássico texto de 
Seifert e Threlfall [ST]. Esses autores, porém, não tratam de coho- 
mologia (que ainda não se desenvolvera na época), por isso o enun- 
ciado é dado na forma original de Poincaré, em termos de números 
de Betti e coeficientes de torção, numa superfície triangulável. A- 
presentações atuais (sem a mesma elegância) do caso poliedral se 
encontram nos livros de Cairns [C], Franz [F] e Prasolov [P]. O 
caso mais geral da dualidade de Poincaré em variedades topológicas 
é tratado nos livros de Spanier [S], Greenberg [G] e Prasolov [P], 
entre outros. 
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6 Cohomologia em termos da homolo- 
gia 


Quando tratarmos aqui de homologia e cohomologia, ficará suben- 
tendido o qualificativo “singular”. 

Se tomarmos coeficientes num corpo, cada espaço vetorial H”(X) 
é isomorfo ao dual [H,(X]*, como vimos acima. 

Estudaremos agora o que ocorre quando no A-módulo de coho- 
mologia H”(X; A) os coeficientes pertencem a um anel comutativo 
qualquer 4, dotado de unidade. 

Vamos estabelecer relações entre o A-módulo H"(X;A4) e os 
grupos de homologia H,(X) com coeficientes inteiros. 

Ao escrevermos S,(X), Z(X), B(X) e H,(X) estaremos sem- 
pre admitindo coeficientes em Z, únicos a serem usados aqui para 
homologia. 

Inicialmente observamos que, se G é um grupo abeliano e A é 
um anel comutativo com unidade, o grupo Hom(G; A) dos homo- 
morfismos de G no grupo aditivo de A possui uma estrutura natural 
de A-módulo, que usaremos sem maiores comentários. 

Como antes, para cada r > 0 temos o homomorfismo 


p: H'(X;A) > Hom(H,(X); A), 


definido por «([ul) - |z] = u(z) para toda u € Z"(X;4) e todo 
z € Z,(X). Vimos que, quando A é um corpo, o homomorfismo y 
é sobrejetivo. Isto ainda é verdade para todo anel A. 

De fato, considerando que H,(X) = Z(X)/B(X), cada f € 
Hom(H,(X); A) é um homomorfismo de Z,(X) em A que se anu- 
la sobre B,(X), logo podemos estender f a um homomorfismo 
u: S (X) — A, novamente porque existe um subgrupo G C S,(X) 
tal que S(X) = Z(X) OG. Desta vez, a existência de G (cfr. 
Lema 1, Capítulo I) se deve ao fato de que o grupo quociente 
S(X)/Z(X) = Bo a(X) é livre, como subgrupo do grupo livre 
Sr-(X). 
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Portanto, existe uma cocadeia u: S.(X) — A tal que ulZ,(X) = 
f. Como f se anula em B,(X), u é um cociclo. Com efeito, 
(ôu)(x) = u(0x) = 0 para toda cadeia z € Si(X). 

Para qualquer z € Z,(X), temos y([u]) - [z] = u(z) = f(z), logo 
p([ul) = f, portanto y é sobrejetivo. Vejamos qual é o núcleo de 
p. 

Chamando de Z+ o conjunto das cocadeias u: S(X) > A 
que se anulam sobre Z,(X), veremos que B'(X;4) C Zi e que o 
núcleo de y: H(X; A) — Hom(H,(X); A) é o A-módulo quociente 
ZŁ/B"(X; A). Uma descrição alternativa, e mais adequada, para o 
núcleo q”! (0) será obtida identificando-o com Hom(B, 1(X); A)/F, 
onde F é o A-módulo formado pelos homomorfismos f: B, 1(X) > 
A que se estendem a Z, 1(X) (e portanto a 9, 1(X)). O isomor- 
fismo 

V: ZH /B'(X; A) > Hom(B, 1(X); A)/F 


resulta, por passagem ao quociente, da aplicação u — Ñ, de Z$ em 
Hom(B, 1(X); A), onde u(dx) = u(x), a qual está bem definida 
pois, sendo u € ZŁ, de dx = Oy se tira O(x — y) = 0, logo u(x) — 
u(y) = u(x — y) = 0. 

Para justificar a obtenção de W) por passagem ao quociente, a 
partir do homomorfismo Y: Z+ — Hom(B, 1(X); A), dado por 
ú(u) = T, onde T(x) = u(x), devemos mostrar que W(B'(X; A)) = 
F. Isto se faz observando que se u = dv então u = v o ð, logo 
u(dx) = u(x) = v(dx), portanto u: B. 1(X) > A é a restrição 
de v: S-1(X) — A, logo u € E. Assim, W(B(X;A)) CF. A 
inclusão oposta é óbvia. 

O A-módulo Hom(B,.1(X); A)/F é conhecido em Álgebra Ho- 
mológica como Ext(H,-1(X); A) e assim, podemos escrever a se- 
quência exata 


(x) 0 > Ext(H,1(X); A) > H'(X;4) > Hom(H;(X); A) > 0. 


Compete-nos explicar o motivo da notação Ext(H,.1(X); A) 
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para indicar o núcleo do homomorfismo y. Isto requer um pou- 
quinho de Algebra, para mostrar que, uma vez fixado o anel A, tal 
núcleo depende apenas de H,. 1(X). Vejamos como. 


Suponhamos que B e Z sejam grupos abelianos livres e que 
+35 7,050 


seja uma sequência exata. Então, para todo anel A (comutativo, 
com unidade), a sequência 


T iT 
0 — Hom(H; A) “> Hom(Z; A) — Hom(B; A) 
é também exata. Pondo E = imagem de i! = conjunto dos ho- 
momorfismos de B em A que se estendem a Z, afirmamos que o 
quociente Hom(B; A)/E depende apenas de H. 
Com efeito, dada outra seqüência exata 


q! 


SF. 
es Br H' — 0, 
com B' e Z' livres, e dado um homomorfismo f: H — H’, fazendo 
uso de bases em B, Z, B', Z' e das exatidões, podemos definir 
homomorfismos indicados pelas setas verticais, que tornam comu- 
tativo o diagrama 


j-p set y a A e 


S E 


e= Bn e e H 


Considerando Hom( , A) para os seis grupos acima, obtemos o 
diagrama comutativo 


0 — Hom(H; A) E Hom(Z; A) aiig Hom(B; A) 


| | Ir 


0 — Hom(H'; A) = Hom(Z"; A) SA Hom(B'; A) 


j i 


[SEC. 6: COHOMOLOGIA EM TERMOS DA HOMOLOGIA 183 


no qual as duas linhas são sequências exatas e, como de costume, 
T indica o homomorfismo adjunto. 

Assim, o homomorfismo f: H — H' induz f#: Hom(B'; A) — 
Hom(B; A), tal que ff(Tm.i'") C Imi!. Resulta daí que f?, por 
sua vez, induz o homomorfismo 


Hom(B'; A) Hom(B; A) 
pas 
E! E 


onde E = Tm.i! = conjunto dos homomorfismos y: B > A que 
se “estendem” a homomorfismos Z — A, isto é, que admitem uma 
fatoração do tipo y = Yoi. Análoga definição para E”. 

As escolhas de bases e pré-imagens feitas para definir os homo- 
morfismos verticais afetam f” mas, após passagem ao quociente, 
não afetam f*. A partir desta observação (que o leitor pode compro- 
var) se conclui que (go f)* = f*og*. Resulta daí que se f: H > H' 
é um isomorfismo, o mesmo acontece com f*. Assim, o módulo quo- 
ciente Hom(B; 4)/E depende apenas de H (que é isomorfo a Z/B) 
mas não de B e Z individualmente. Escreve-se então 


Hom(B; A)/E = Ext(H; A). 


Acabamos de ver que Ext(H; A) é um functor contravariante 
em H. Obviamente, ele é covariane em A. 

A sequência exata 0 >» B> Z > H > 0 é conhecida como 
uma “resolução livre” do grupo abeliano H. O que foi mostrado 
acima é que Ext(H; A) não depende da resolução livre tomada. 

O functor Ext goza das propriedades abaixo, que podem ser 
demonstradas com maiores dificuldades, ou vistas em [P], [S] bem 
como (com crescentes graus de generalidade) em livros de Álgebra 
Homológica. 

1. Se H é livre, então Ext(H; A) = 0; 
2. Ext(H $ H’; A) = Ext(H; A) € Ext(H',A); 
3. Se H=Z,, então Ext(H; A)j=A/m.A. Assim, Ext(Zm; Z) = Zm. 
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A seqüência exata 
0 > Ext(H, 1(X);4) > H" (X; A) > Hom(H(X); A) — 0, 


onde à é a inclusão, constitui o que se chama o Teorema dos Coe- 
ficientes Universais. Quando A é um corpo ou quando H, 4(X) é 
um grupo livre, o Teorema dos Coeficientes Universais se reduz ao 
isomorfismo 
H'(X; A) = Hom(H,(X); A). 
Um importante fato a respeito desta sequência é que ele é separá- 
vel, o que nos permite concluir que 


H"(X; A) = Hom(H,(X); A) O Ext(H, 1(X); 4), 
conforme mostraremos a seguir. Começamos com o 


Lema 2. Existe um homomorfismo À: Hom(H 4X); A > H(X; A tal 
que p(A(v)) = v para todo v € Hom(H,(X); A). 


Demonstração: Os elementos de Hom(H,(X): A) são os homo- 
morfismos v: Z(X) — A tais que v(x) = 0 para toda cadeia x € 
Sr+1(X). À cada um desses homomorfismos v devemos fazer corres- 
ponder uma classe de cohomologia [v] = A(v) € H”(X; A) tal que 
(lvl) = v, ou seja, v(z) = v(z) para todo ciclo z € Z,(X). Como 
o quociente S,(X)/Z(X) = B. a(X) é um grupo livre, podemos 
encontrar um subgrupo N C S(X) tal que S(X) = Z(X) 8 N, 
ou seja, toda cadeia x € S,(X) se escreve, de modo único, como 
z = z +y, onde z € Z(X) ey € N. Então definimos a co- 
cadeia v: S,(X) — A pondo, para cada x = z + y, U(x) = v(z). 
Mostremos que v é um cociclo. De fato, para toda w € S,+ı(X), 
vale dv(w) = v(dw) = v(ðw) = O pois v se anula nos bordos. Evi- 
dentemente, se z E€ Z,(X), temos v(z) = v(z), portanto A(v) = v 
define o homomorfismo desejado. 


Teorema 8. 4 seqüência exata 


0 > Ext(H, 1(X);4) > H'(X;4) > Hom(H,(X); A) > 0 
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é separável, portanto tem-se 
H'(X;A4) = Hom(H, (X); A) $ Ext(H, 1(X);4). 
Demonstração: Acima, à é a aplicação de inclusão. Com a notação 
do Lema 2, devemos mostrar que 
H'(X; A) = Im(A) ÐN (p) = Im(A) € Tm(i). 
Com efeito, todo elemento a € H'(X;A) se escreve como a = 
Ap(a) + (a— Ap(a)), onde Ap(a), evidentemente, pertence a Tm(À) 
enquanto a — Ay(a) pertence a N(y) pois 
pla — Ap(a)) = pla) — pàla) = pla) — pla) = 0. 
Além disso, tem-se Zm(A) AM (p) = {0} pois se a e TmM(A) AON (4) 
então 
a = MB) = ApA(8) = Ap(a) = A(O) = 0. 
Isto completa a prova do teorema. 
— O 
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